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Intwoduccidn

El ser humano tiene muchas potencialidades que se van
desarrollando en la educacion formal via una diversidad de
actividades curriculares, con las cuales gana la experiencia
suficiente que le permitird desenvolverse con éxito en una futura
vida universitaria y profesional.

También debemos tomar en cuenta que una persona
desarrolla algunas de sus potencialidades mas que otras; por ello,
cada uno tiene algun grado de desarrollo de algunas habilidades
pero no de otras.

Esos desarrollos en cada uno de los seres humanos, es
progresivo, de modo que habilidades simples, cortas, aisladas,
sirven de base para lograr desarrollar esa habilidad en otros niveles
de mayor complejidad y/o al integrarse con otras habilidades, se
constituyen en habilidades altamentes complejas.

Por ello, el sistema educativo universitario se orienta a
desarrollar ese tipo de habilidades y en este sentido exige un cierto
nivel de desarrollo no sé6lo de conocimientos basicos (para adquirir
otros mas profundos y especificos), sino de habilidades mentales.
Estas habilidades mentales no sélo se van adquiriendo, sino que
también se van desarrollando, profundizando, especializando o
complejizando.

Para que el desarrollo de las actividades académicas
(formativas del futuro profesional), se requiere de personas que
tengan un nivel adecuado, basico, para poder realizar las clases de
actividades académicas de la institucién de educacién superior. Lo
que se requiere es un nivel de conocimientos y un nivel de
habilidades intelectuales minimas para poder cumplir esas
actividades académicas, por eso la Universidad selecciona con un
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procedimiento de medicién (Prueba de Admisién) a las personas
que tienen estas capacidades.

La aptitud académica utiliza los conocimientos bésicos de la
matematica, para desarrollar y potenciar las habilidades y destrezas
en los procesos de razonamiento inductivo, deductivo, andlisis,
sintesis e interpretacién de enunciados y graficos geométricos que
le permitiran al estudiante afrontar con éxito los retos académicos.

El médulo de razonamiento matematico estructurado en 16
capitulos, pretende reforzar los aprendizajes de la Educacion Basica
Regular ( EBR) y enlazarlo con la intencionalidad de la educacién superior.

Para tal propoésito, cada capitulo inicia con la declaracion de
los objetivos a lograr en el aprendizaje y que se complementa con
una lectura motivadora orientada a despertar el interés por el tema.
Enseguida se brinda un resumen teérico con ejemplos ilustrativos
desarrollados detalladamente. Luego se muestra el desarrollo de
problemas tomando como referencia los aplicados en los diversos
examenes de admision a la Universidad Nacional de Truijillo.
Finalmente hay un conjunto de problemas propuestos con sus
respectivas respuestas, que le servirhn para transferir sus
conocimientos.

Esperamos que esta propuesta académica cumpla con las
expectativas de la comunidad estudiantil y profesional.

Los autores
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SEMANA 1

OPERACIONES
FUNDAMENTALES

OBJETIVOS:

Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. Reducir expresiones numéricas utilizando las

propiedades de las operaciones de adicion,
sustraccion, multiplicacion, division,
potenciacion, radicacion y logaritmacion.

Resolver problemas empleando la manera mas
adecuada de traducir un enunciado verbal en
enunciado simbdlico matematico apoyandose
en las operaciones bésicas fundamentales con
ndmeros reales.
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LA IMPORTANCIA DEL ORDEN

Hanna recibe una entrada para observar la inauguracion de los juegos
bolivarianos en el coliseo "Gran Chimu”, en ella observa: fila 15; asiento 24,
pero ella quiere sentarse junto a su amigo Fabrizio, a quien Hanna lo /lama
apresuradamente por teléfono para dictarle la ubicacion de su asiento: "15;
24" Al llegar Fabrizio busca rdpidamente a su
enamorada, olviddndose del detalle de/ orden y lo
busca en el asiento designado por (24 15) pero
ingrata sorpresa la de Fabrizio  porque alli
encontrd sentado al papd de Hanna que no lo lleva
muy bien. Naturalmente no Ja encontrd a su
enamorada  hasta que prendieron las luces. Ni
Hanna ni Fabrizio olvidardn ya nunca que los
numeros de los asientos del coliseo tienen un orden
(fila, asiento), por consiguiente (15; 24) es
diferente a (24, 15).

No es lo mismo resolver la operacion 9+ 3 x 3 , de derecha a izquierda que
de izquierda a derecha. En el primer caso el resultado es uno y en el segundo
es nueve.

Este capitulo basa su importancia en la aplicacion que se tiene sobre los
procesos condicionados y reglamentados, que permite medir la capacidad para
captar relaciones numéricas y efectuar las operaciones matemdticas
fundamentales en R.

Se toma en cuenta su definicion, el modo de aplicarias bajo las condiciones o
restricciones en las cuales ha sido definida asi como el orden jerdrquico
operacional para reducir expresiones numéricas a su forma mds simple.

Se enfatizard el uso algoritmico de las siete operaciones convencionales en
R . Adicidn, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion , radicacion y
logaritmacion y sus propiedades, asi como el empleo de la generatriz y la
Jerarquia operacional.

14
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OPERACION CONVENCIONAL

Una operacibn es una relacion que tiene una regla de
correspondencia mediante el cual uno o mas objetos de un conjunto,
denominados operandos, son utilizados para obtener otro objeto del
mismo conjunto.

Una operacién se convierte en convencional cuando su algoritmo es
aceptado universalmente. Estas son: adicion sustraccion,
multiplicacion, division, potenciacion, radicacion y logaritmacion.

EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES

La ejecucién de las operaciones se desarrolla siempre en un conjunto
numeérico. Para nuestro caso sera el Conjunto de los Nimeros Reales
simbolizado con R, que se caracteriza por ser infinito y denso.

El sistema de los numeros reales consiste en el conjunto R provista
de las operaciones convencionales y de dos relaciones, la igualdad y
el orden.

R
Q| z Q’
O V2;35; 43
e 1.5,6 |e=2,718281..
238 | -3141592..
3;-2; -1

GENERATRIZ DE UN DECIMAL
Un ndamero decimal es la expresion lineal de una fraccion, la cual se
obtiene al dividir el numerador con su correspondiente denominador.

Asf tenemos que: > — 0,75 ; 2 -0,6:1° _106
4 3 15

En general si f es una fraccion entonces su escritura es:
f=a,abcd

parte decimal

15
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Los nimeros decimales se clasifican de acuerdo al nimero de cifras en la
parte decimal. Siguiendo el esquema:

/
Exacto o
limitado (D.E.) ( —
Periédico Puro
. (D.P.P))
Ndmero < Periédicos | <
Decimal .
Periédico
Inexactoo |/ Mixto(D.P.M.)
llimitado No \
Periodicos
\

Un decimal es EXACTO (D.E.) gi la cantidad de cifras en la parte decimal
es limitada. Asi tenemos:
0125; -2,75; 0,0512; 0,777777

Un decimal es PERIODICO PURQ(D.P.P.) cuando la parte decimal consta
de una cifra 0 un grupo de cifras ordenadas llamado periodo, que se
repiten indefinidamente. Asi tenemos:

* 83333....=8,3 * a,bedbedbed ...= a,bed
*(,363636...= 0,36 * 0,00a00a00a... = 0,00a
* a,bchche...= a,bc * a,0a0a0a....= 0,0a

Un decimal es PERIODICO MIXTO (D.P.M.) cuando la parte decimal
consta de un periodo precedido por una cifra o grupo de cifras, llamado
parte no periédica. Asi tenemos:

* 57222...=572 * a,bcdecdecde...=a, bcde
* _0,33868686...=—0,3386 * 0,00aaaaa...= 0,00a
* a,bcdddd...= a,bcd * 0,0ababab...=0,0ab

El transformar un nimero decimal (sin considerar los no periédicos) a su
correspondiente fraccion significa hallar la GENERATRIZ de dicho
decimal, es decir, conseguir la fraccién que gener6 dicho decimal.

16
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‘.ak‘,

——
Por lo tanto tenemos procedimientos para calcular la fracciébn generatriz

asociada a un decimal de decimales: exactos, periddicos puros y
periédicos mixtos. Estos son:

Escribir todas las cifras de la
Parte patte decitmal
Dcirmal entera
exacto - (sl 1o
hay) . i
Ezcribir el vio (1) seguido
de tantos ceros como cifras
tetiga la parte decimal.
Escribir  un periodo
Farte
Decirmal aertera
periddico = | rsilo
o biay .
Eszcribir tanitos nmuaewves
cotho cifras tennga el
preriodo.
E=cribir = o
parte no Escribir la
periddica par_h’a r_-":'
sequida de un| — | Periodica
: Farte eriodo
Decimal _ |entera P
- _ 5l 1o
periadico I*Ea'_-.-'j
rmixto Ezcribhir tantos raewves
como cifras tenga el

preriodo, seguido de tantos
ceros como cifras tengala
parte o peridgdica.

17
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Al simplificar, resulta:

0,02 + 79

+(0,025)™
1-0,2-+0, 02

A) 10 B) 20 C) 30

D) 40 E)50

RESOLUCION:

Hallando la generatriz tenemos que:

— 2 _ 2
0,2=— (D.P.P 0,02=— (D.P.P
g (OPP) 55 (DPP)
25 1
002==(D.P.M.) 0025= =0 (DE)
2

02=1; (D.E)

Reemplazando tenemos: ITTT T T === 7
2 2 | Importante |
9790 0 (1! 2,2 290 0

B= 2,2+[40j | 9790 9 2 !

10 99 89 )
ég ” 189 .

= °> 4 I s —59 -10
~89/10 % = :

B=-10+40 : |

B =30 | |

[, |

CLAVE“C”

18
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4. POTENCIACION, RADICACION Y LOGARITMACION
Existe relacion directa entre estas operaciones. Analiza:

4/81=3  porque 3*=81

log,81=4 porque 3*=81

Es decir 3 es la base de la potenciacién y 4 es el exponente de la
potenciacion.

5. PROPIEDADES DE LA POTENCIACION
s la™xa"=ag™"

a™ _
v —= mhe a0
a
v a‘”:—n . a=#0
a
v la°=1 : a=0
v amn:amxn

v Ej _a ; b=0
b b"
v @ =a"=a'=¢

19
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6. PROPIEDADES DE LA RADICACION

la y b >0, n: par

v |%a.b —a x b

a Wa
v o|h— = ;b= 0
-4

m

n

v a
. [§¥a —~va
v |*"JaeR ; VaeR y nez*

v |NaeR &a=0 ynez*

m

7. LOGARITMACION

log, N=x <> b*=N,

ademas N >0 ; b>0Ab=1

Donde “b” se denomina base, “N” niumero y “x” logaritmo.
Se lee: “Logaritmo en base b de N es x”
De la definicion se desprende:

log, b* =x y [p"*N=N
log, b=1 y |log,1=0

log,,b=logb| y |log,b=Inb

20




CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

Ahora veamos otras propiedades:

7.1 Simplificacién o amplificacién de un logaritmo

m —
Iog(bn)(a )= Py log, a

Y sus principales consecuencias son:

v Cuandoa=bhb Iog(bn) (b™) = %
v Cuandom=n Iog(bn) (@")=log, a

v Cuandon=1 Iog(b)(am):m.logba

7.2 Operaciones con logaritmos de igual base

v Adicién

log, a+log, c=log, (axc)
v Sustraccion
log, a—log, c= log, (a-+c)

v Division

log, a
log, a +log, c=log,.a v ——=log.a

log, C

Nota.- Tanto en la adicibn como en la sustraccion es importante
precisar el paréntesis.
Interpreta lo siguiente:

(log, a)" =log" a = log, a"

21
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7.3 Multiplicaciéon de logaritmos

log, a x log, c=log, c

De donde se concluye:
v |log,axlog, b=1

v (log,b)*=log, a

v log,a=

1
log, b

a

v |log,axlog,cxlog,.d =log, d

7.4 Cuando el logaritmo es exponente

log, c log, a
a gb :C gb

Nota.- Las propiedades de todas las operaciones deben interpretarse
siempre de izquierda a derecha y de derecha a izquierda.

8. COLOGARITMO
Se define como el logaritmo de la inversa de “N” en la misma base

n”. Asi:

1
Colog, N=log | —
Y EY

9. ANTILOGARITMO
Es otra forma de expresar la funcion exponencial. Asi:

anti log, N =b"

22
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iUn poco de historial

E/ descubrimiento de los logaritmos no se produjo a/s/aa’amenfe Dos caminos
condyjeron a su hallazgo: los cdlculos trigonométricos
para las investigaciones astronomicas aplicables a la
navegacion, y el cdlculo de las riguezas acumuladas
conocidas como interés compuesto.

Henry Briggs, quien fue el primero que hizo las tablas
logaritmicas en base 10 explica: "los logaritmos son
numeros inventados para resolver mds fdcilmente los
problemas de aritmética y geometria. Con ellos se
evitan todas las molestias de las multiplicaciones y
divisiones, de manera gue se hacen solamente adiciones y sustracciones..”

Ejemplo ilustrativo 2:
Analiza si las expresiones son verdaderas (V) o falsas (F)

) 4/log0,0001 = —1log100

I) Todo nimero impar es la diferencia de los cuadrados de dos
ndmeros enteros consecutivos.

my 4(-2) =-42*

IV)El cuadrado de todo numero real perteneciente al intervalo
(-2;5) pertenece siempre al intervalo<4 ; 25)

La conclusién correcta es:

A) FVFV B) VVFF C) FVFF
D) VVFV E) FVWVW
RESOLUCION:

1) En el primer miembro:

40,0001 =/10*=v—-4¢ R
En el segundo miembro: —log100 = —2
Por lo tanto es falso.

23
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:

I) Debes recordar que un numero impar tiene la forma (2n—1)
tomando en cuenta que n € Z y también que “n" y "n—1" son
consecutivos.

Primera posibilidad:
n-m-12?=2n-1

Segunda posibilidad:
(mn—1)*-n*=-2n+1
Por lo tanto es verdad.

IIl) En el primer miembro operando segun jerarquia operacional de
dentro hacia afuera resulta:

Y(=2)*=V16 =2

En el segundo miembro usando el mismo criterio se obtiene que:

—V2t = —Vie = -2

Por lo tanto es falso.

IV) Recordando que el cuadrado de todo numero real siempre es
mayor o igual que cero entonces:

Si —2 < x<5 entonces siempre 0 < x? < 25
Por lo tanto es falso.

Finalmente la respuesta es FVFF.
CLAVE “C”

Ejemplo ilustrativo 3:

Al efectuar : (0,05)_1 - J6 Y7776 1 2x Log, [Logz (256_4)_1

se obtiene:
A) 35 B) 25 C) 20
D)5 E) 15

24
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Sl

RESOLUCION:

20— NW: 2x Log,|Log,(2°)‘]
20-./6.2.3:2x Log,[Log, (2%)]

20—6:2xL0g,[32] = 20-6:2x5=5
CLAVE “D”

Ejemplo ilustrativo 4:

1 1 2
Silog,peq b = rx 109pcq € = 3V 10944 (2bC) = 3 entonces el valor

de 1004 d es:

1 2 3

A) = B) - C)=~

)3 )3 )%
1 1

D) — E) - =

)7 ) =3

RESOLUCION:

109 5.9 (azbc)zé = 109,54 8% +10g e b+109 4 CZ%

log a2+l+———:>2Iog a—l—lzﬂog a=— L
abcd 2 3 3 abcd 3 2 abcd 1

1 1
Iogabcd b= E 109404 € = 5 |0gabcd d=x
1 11
lo abcd]=——+—-+=-+X
gabcd[ ] 12 2 3
1=3+x
12

1 1
X===>10gqd=~
4 4 CLAVE “D”

25
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10. OPERACION COMBINADA
En el transcurso de la historia de la matematica han existido acuerdos
respecto a que ciertas operaciones tienen que ejecutarse unas antes
que otras. Estos acuerdos tienen un fundamento, que lo ejemplificamos
a continuacion:
“Imagina que tienes un almacén de bolsas de arroz y te han
pedido que realices el inventario, es decir cuantas bolsas de arroz
tienes en total. Lo que recuerdas es que la Ultima vez dejaste en el
almacén 1200 bolsas, luego el camién que sabias que traia
siempre 180 bolsas en cada viaje, solo trajo la mitad y finalmente
en cada una de las cinco tiendas que te hicieron pedidos dejaste
45 bolsas. ¢ Cuantas bolsas de arroz tienes en tu almacén?
Seguro que la operacion combinada asociada a este texto es:

1200 +180 +2—-5x45

Y seguro que la respuesta es 1065, pues inicialmente tuviste que
conocer la cantidad de bolsas que te dej6 el camidn, luego
conocer cuantas bolsas repartiste y finalmente luego de una
suma y resta conocer la respuesta.”

Entonces existe un orden operacional que lo da el contexto y que luego
se transforma en un convenio.

La operacion combinada es una expresiébn matematica que asocia
elementos del conjunto R con dos o mas operaciones convencionales.
Para su simplificacion se usa la siguiente jerarquia operacional:
Primero, las operaciones dentro de los signos de agrupacion, del
interior al exterior. Asimismo arriba o debajo de la barra fraccionaria.
Segundo, las operaciones que tengan raices, potencias y logaritmos
en el orden que aparezcan del interior al exterior.

Tercero, evalle la multiplicacion y division en el orden que aparezcan
de izquierda a derecha.

Cuarto, ejecute adiciones y sustracciones en el orden que aparezcan
de izquierda a derecha.
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Ejemplo ilustrativo 5:
Verifica las siguientes expresiones equivalentes:

a+bx(c)Y? =a+b/c

a+(bxc)’? =a++bc
(a+bxc)'*=va+hc

(Ejercicios Resueltos |<e>

1.-Si m:(4+\/ﬁ) y n:(\/1_7—4)

Entonces al simplificar:
2
(m'og” WIT 4 100 4\/ﬁ) se obtiene:

A) 4 B) V17 C) 17
D) 34 E) 68
RESOLUCION:

Reemplazando m y n en la expresion resulta:

[(\/ﬁ 1 4) ot (17 - g) S BT J

Aplicando conjugadas a las bases:

(V17 + 4)(f —a)1

-2

V17 +4=
\/,
7 +4=(A7 - 4)"
Luego:
log 417 log , 417 -2

(W17 +4) % 4 (17 -4) T
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j,=
[(\/ﬁ + 4)'°9<m+4)<4@* + (1T - 4)'0%,4)(4@* } N

[2(4@ )IT —27%.42 17" = 68

CLAVE “E”
2.-Si:[245— (244 —(243—... —(2—()...)))+ 2]’ = ....abc

Entonces el valor de: (a + b).c, es:

A) 40 B) 35 C) 32

D) 28 E) 21

RESOLUCION:

Usando induccidn en los paréntesis internos tenemos:
(2-@)=1... 2+2=1
(4-3-2-@))=2 .. 4+2=2
6-5-(4-(B3-(2-@10))=3.. 6+2=3
Por tanto:

(244 —(243-(242—...—(2-(1))..))=122...  244+2=122
Entonces:

{245-{244-(243-“.—(2-0)“))J4-2] =...abc

-1 1

[245-122 + 2] = ...abc
(125)° = ....abc

15625=....abc
a=6 ; b=2 ; c=5

Finalmente : (a+b)c=(6+2)5=40 CLAVE “A”
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12 7 4
3.- Asumiendo que: E :371+ 3 X15
SR E

de las cifras de: \/E —42x3* —3x5* es:

+9x58 . Entonces el valor de la suma

A7 B) 8 C)9
D) 10 E) 11
RESOLUCION:

Aplicando exponente negativo resulta:
E =3"4+3".5*4+9x5°

Formando un T.C.P.

E=(23°f +2(2.3°)35*)+(3.5*f

E=(23° +35')
Entonces:

VE=2.3°+35"
Nos piden la suma de las cifras de:

JE —4%x3* —3x5*
2.3° +3.5* —4?°x3* —-3x5*

Simplificando se obtiene:

2.3° —4°x3*=3*(2.3° -16)=3%(2) =162
Luego la suma de las cifras es:1+6 +2=9

CLAVE “C”
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4.-Si: AB_,_ ., entonces al simplificar:
2

(A'OgB 2 Xm"’g" 05 )se obtiene:

A) IOQGE/Z B) |094w C) |°92§/§
D) |093w E) |092M

RESOLUCION:

AB 1

Luego reemplazando:

1
log, =

<2IogB(ZB‘1) m w2 _ (ZlogB 2+logg B! Xmlogm 2 )

(ZlogB 2+(-1) )(2) N (ZIOQB 2-1 le ): 2109 2141 _ 5logs 2

1
2Iog2 B — log, B/2

CLAVE “E”
5.- El valor numérico de la siguiente expresion:
(B (202
a- o + p\ % es:
A)-20 B) 20 C)9

D) 9/20 E) 1/20
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logb loga
loga |log4 logb |[log5
loga |logb logb |loga
a logb + b loga
loga+logb logb+loga
loga log4 logb log5
loga+logb |logb loga+logb |loga
a logb + b loga
[Iogb]log4 [Ioga]logs
a loga /logb + b logb Jloga
a4+ p°%° = 445=9
CLAVE “C”
2 100
6.- Al reducir: E — 999 +19922+1 X 1471 . log10 :
(73log,16)° -1 145" ~ (1+3x3)
El valor que se obtiene, es:
A)5 B) 6 C) 100 D) 10 E) 15
RESOLUCION:
2
_ 999 +2(9?92)+1X147.(145) . 100.I0_gle
(73log . 4%)% -1 (20)
_ (999+21) X147.(145) 1002
(73(2)) (10)
2
£=O9D g . 100 £ (1000} -+ (10)
1 (10)
3\ 6
E=(104) 104_102_100
10 10
CLAVE “C”
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7.- En laigualdad: 3/0,9 +iﬂz(§/a + b)b
1
ayb son naturalesy a+b <50, el valor de 3axb es:
A) 4 B) 6 C)9 D) 8 E) 3
RESOLUCION:

9
3/09+— = ¥a+h)”
/0.9 vy (V/a+b)
9 9 a 33 332 S b
o fgmmor= faofa-o
33—
9
10 3‘/% = (¥a+b)* = /900 = (&/a+b)"

330" = @farb) = W18+12 = @a+b)

Porlotanto: a=18 y b=12

Luego %/axb=3/12x18=6 CLAVE “B”

( Ejercicios Propuestos c@

1. Sabiendo que:

log /6 . .
UZISSJ%_C(,.%@ . N=log, 16+ 2~ log, 16+ (U +1)]

T =antilog, logy(3T) .Elvalorde U+N+T es:

A7 B) 8 C)9
D) 10 E) 11
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2. Un nimero M es mdltiplo de cinco y se forma con 51 cifras
significativas de modo que 50 de ellas sean iguales. Si la suma de las
cifras de M es 155 entonces la suma de las cifras del cuadrado de M
es:

A) 154 B)155 C)156 D)157  E)158

3. Laraiz cuadrada de: ? 122191 +4 +3/990x1010 +100
12223

tiene como producto de cifras:
A) 12 B)1 C)2 D) 6 E)3

4. Al simplificar:

1+199/(21x10° + 6 x antilog 3)* %5
resulta:
A 6 B) 4 C)9 D) 12 E) 15

5. Siendo:

T 28
P_\/l 27 \/1 33

entonces el valor de P®+P?+P+4 es:
A) 5 B)6 C)7 D)8 E)9

6. Al efectuar:
0,013+0,026 +0,040 + 0,053 +...+ 0,986 +1

resulta:
A) 37 B) 75 C) 38
D) 74 E) 37,5
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7. Siendo a, b y c reales tal que: a? +b? =c?y ademas:

logs(c? —b?2+ 1) +log,(c?—a’>+1)=0
Elvalorde a—b+3es:

A)5 B) 1 C) 3
D) 4 E) 2

8. Sabiendo que log,,3 = a entonces el valor de log;,32 , es:
1 2 5
A ;1-a) B);(1—-a) 0,0-a)
D)>(1-a) E)>(1-a)
4 2
9. Asumiendo los valores:

J= 3/2010+\/ﬁ yC= 3/2007+\/ﬁ

elvalor de J°—9xJ3x(C3—C? es:

A)3 B)9 C) 27
D) 81 E) 243

10. De los 1 000 nuevos soles que lleva Hana al “casino-bar”, gana y
pierde alternadamente en cada jugada de la siguiente forma: 1/4; 1/5;
1/3; 1/4; 1/5; 1/3;. . . . Si en cada jugada apuesta siempre todo lo que
tiene entonces luego de 19 jugadas tiene en nuevos soles es:

A) 760 B)580 C)640 D)450 E) 820
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1-2x10¢0l0g6

11. Al simplificar: 1000.5-Logé_g 1L0ge , resulta:

A) 6 B)9 C3 D)12 E)15

12. Sabiendo que :va + 2vb = Vm +Vn

porque m+n=a y mXn=»

El valor de v14 + 6v5 — V/56 + 6380 es:

A) V5-3 B)1 C)V5-1
D) 2 E)V5 -2
13. Sabiendo que: N = ---125. Ademas:

N+N?+N?*4+N*4 -+ N30 = -.abc
Entonces el valor de "a+b+c, es:

A) 7 B)S C)10 D)12 E) 13
X
14. si ¥10"" " = /6 : entonces el log x es equivalente a:

A)log 6 + log 2 B) log3 —log5 C)log4 —log7
D) log5 —log7 E) log4 + log5

15.Luego de reducir: 5™ x 12537 x 625° = 8
El valor de:

P = log,(n+4) + log4(log8 \/§) + log,(n + 5); es:

A) -1 B)2 C)1/2 D)-2 E) 4

CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO
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16. Sabiendo que:

(2 +6)(2% + 66)(2% + 666) - (210 + 666 - 66) = - abcd,

10 cifras

Entonces el valor de: (a + d — 2)?7¢*2 | es:
A)O B) 4 C)25
D) 27 E) 36

17. De laigualdad:
1252 + 2252 +325% + ... +2625% + 2725 =...abcd

Hallar:a+b-c+d

A) 2 B) 5 C)7
D) 10 E) 12

18. Luego de simplificar:

1_ 2 XlOCoIoge

R:101+2CO|096 _ 10—L0g6 ; Resulta:

A) 6 B) log6 C)1
D) log¢10 E) 2/3

19. Sabiendo que logaritmo en base 3 de 12 es igual a “n” entonces el
valor de logaritmo de 8 en base 12, es:

A) ;[1—3 B) ;[“ij C) ;[1-3

D) ;(uﬂ E) 2[1—3])
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20. Usando las condiciones:

P =3/2007-2./502 _(3=§A2008—2004; R =3/4./502 - 4007

Simplificar la expresién:
P3+Q3 4R3-8Q3
3.3 3 3.3
2P°+R® P°-Q°+R°+3

A) 1 B) 7 C) 2007
D)V502 E) 2008

B2 oM
mw OO
N = = Ol
SUwo-
>000
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SEMANA 2

HABILIDAD OPERATIVA

OBJETIVOS:

Al término del presente capitulo, los estudiantes

desarrollaran sus habilidades en:

1. Aplicar el proceso inductivo - deductivo en la
simplificacibn de expresiones numeéricas

complejas seleccionando adecuadamente el
procedimiento.

Identificar la o las cifras terminales en una
expresion numérica compleja o el residuo
utilizando adecuadamente las propiedades.
Aplicar identidades algebraicas en la resolucion
de operaciones numéricas.
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ESTRATEGIA OPERATIVA ALTERNATIVA

erly tiene que realizar la siguiente operacion 9999999999999999998% y dar
como respuesta sobre la cantidad de nueves, la cantidad de ceros, la cantidad
de total de cifras y la suma de todas las cifras”

Como se da cuenta que la base estd compuesta de nueves y un ocho final
entonces decide utilizar la estrategia de usar un nueve, luego dos nueves,
ensequida tres nueves para no realizar operaciones extensas y completa el
sigurente cuadro:

operacion Potencia desarrollada
982 9604
9982 996004
99982 99960004
999982 9999600004
9999982 999996000004

De donde puede extraer conclusiones referidas a las interrogantes planteadas
inicialmente, pues observa que hay una regularidad en la estructura de cada
potencia desarrollada y por lo tanto en la cantidad de nueves, ceros, cifras y
numero de cifras.

operacion Potencia # # # Suma
desarrollada | nueves | ceros | cifras de
cifras
982 9604
9982 996004
99982 99960004
999982 9999600004

Finalmente se aprecia que analizd los casos particulares y en cada uno de ellos
obtuvo un resultado, sequidamente los relaciond y obtuvo reglas que las aplicd a
la operacion que le pidieron efectuar.

Nos centraremos en dos formas de pensamiento que le permite al ser humano
interpretar, describir y representar el mundo que lo rodea. Estos son el
razonamiento inductivo y deductivo.
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RAZONAMIENTO INDUCTIVO

Forma de pensamiento que permite realizar conjeturas o extraer
conclusiones respecto a una sucesion de numeros, graficas o
situaciones probleméticas.

El uso de este tipo de razonamiento se sugiere cuando:

El modo convencional indica exceso de operatividad.

Observas orden, regularidad y/o repetitividad.

Entonces tu tarea consiste en reconocer las caracteristicas comunes
y en el caso 1, caso 2, caso 3, caso 4, y aplicar al caso general, que
es el problema que te plantean.

. C
A
N s
0

C C C
A A A G
S S N — |:> ,5
0 0 o h
1 R
2 3 A
L

Casos Particulares

Razonamiento Inductivo

Ejemplo ilustrativo 1

La suma de las cifras del resultado final de la operacion es:

5/999...999 x 1000...0001+1

21cifras 22cifras
A) 1 B) 2 C)3
D) 4 E)5
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RESOLUCION.-
Paso 1:

2
3/ox11+1 =103

es el doble de nueves
Paso 2;

4
3/99x101+1 =10°3
es el doble de nueves
Paso. 3.

6
3/999x1001+1 =10°3

@es el doble de nueves

Paso 4.

8
3/9999x10001+1 =103

es el doble de nueves

En todos es una potenciacion de base 10 y como exponente una
fraccion donde el numerador el doble de la cantidad de

nueves y el denominador siempre es 3.

Entonces: 10**'* =10"* =1000...000

Finalmente la sumade las cifras es: 1 CLAVE “A”
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RAZONAMIENTO DEDUCTIVO
Forma de pensamiento que consiste en aplicar una o mas reglas
generales o convencionales en ciertos casos particulares.
En esta sesion las reglas generales seran las principales identidades
algebraicas o alguna que se presente contextualmente en algun
problema. Asi como el algoritmo del calculo de las cifras terminales.
El uso de este tipo de razonamiento se sugiere cuando:
El modo convencional indica exceso de operatividad.
Observas la estructura de alguna identidad algebraica o se pregunta
por cifras terminales.
Entonces tu tarea consiste en aplicar el equivalente de la
identidad algebraica identificada o la regla para obtener la(s)
cifra(s) terminal(es).

\
CASO 1
. CASO 2 .
e Casos particulares
3 e Particulares
S z
w CASO 3
CASO 4
J
i 4
—

Razonamiento Deductivo

Ejemplo ilustrativo 2
La raiz cubica de:
10001% +89998x10001—89999

Es:
A) 100 B)1 C) 1000
D)10 E) 10000
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RESOLUCION.-
Puedes observar que tiene la forma de un trinomio con las
condiciones de factorizaciéon por el método del aspa simple,
asumiendo que x = 10001 .
Es decir:

x% + 89998x — 89999 = (x + 89999)(x — 1)

Entonces aplicando al problema resulta la expresion numerica:
(10001 + 89999)(10001 — 1) = 100000 x 10000

(10001 + 89999)(10001 — 1) = 10° x 10*

(10001 + 89999)(10001 — 1) = 10°

Por lo tanto la respuesta es: 3/10° = 1000 CLAVE “C”

El Método deductivo consiste en aplicar una regla general en
ciertos casos particulares. Esta reglas generales sirven en las
demostraciones matematicas y garantizan la verdad dela conclusion.
De manera préctica tienes que descubrir que identidad esta presente
en la expresidnanalizada y aplicarla regla. Principalmente usaremos
las principales identidades algebraicas:

v |m2—n2:(m+n)(m—n)|

v [m®£n®=(m+n)m?Fmn+n?)|

v [(m+n)’=m? +2mn+n?

v [(m£n)’=m®+n® +3mn(m=+n)

v [mntmp=m(n= p)|

v lax? + bx + ¢ = (mx + n) (px + q)|

Importante.- No olvides que las identidades pueden ser utilizadas de
izquierda a derecha o de derecha a izquierda.

Inclusive la diferencia de cuadrados y cubos propuestos observemos
que proviene de un cociente notable:
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amk _bnk

, kez
a”™ —b"

Veamos un ejemplo:

24 21
%: 10" +10°x7" + 7%

También puede ser:

10° -7* _ (@0?) —(7)*
93 102 -7

Y por lo tanto su desarrollo sera:

(102 +(10% f x(7)+ (102 Jx(7)? + (7’
Finalmente:

10° +10* X7 +10%x7% +7°

Ejemplo ilustrativo 3

Al reducir:
T log75"*"* -1 log7,5'"° —1
log7,5 log 0,75
Se obtiene:
Al B) log 75 C)75
D) log 750 E) 3/4
RESOLUCION

Usando propiedades de la logaritmacion se obtiene la siguiente
expresion equivalente:

log 75xlog 75 -1
log 75—1og10
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Ahora dandole forma de la estructura que tiene la diferencia de
cuadrados resulta:

(log 75)* —1?
log75-1

Aplicando el algoritmo de la diferencia de cuadrados se obtiene:

(log 75+1)log 75—-1) _ log 750
log75-1

Realizando el mismo analisis en la segunda fraccion se obtiene que
es igual a:

log 7,5+ 1log10=1log 75
Finalmente la respuesta es:

T =log750—log75=1  CLAVE”A”

CIFRAS TERMINALES

Al efectuar operaciones con numeros naturales (nuestro conjunto
numeérico) podemos establecer sus cifras terminales empleando un
algoritmo practico y sencillo.

Para el caso de las adiciones y sustracciones las cifras terminales se
obtienen por simple inspeccion.

Para el caso de las multiplicaciones puedes tomar en cuenta estos
casos mas relevantes:

v Si un factor tiene cifra terminal cero entonces el producto tiene
cifra terminal cero.

v Si un factor tiene cifra terminal 5 y los otros factores tienen cifra
terminal un nimero impar entonces el producto tiene cifra terminal
5.

Si un factor tiene cifra terminal 5 y en los otros factores se observa

que alguno de ellos tiene cifra terminal par entonces el producto tiene

cifra terminal cero.

Para el caso de la potenciacién de base y exponente entero positivo

podemos tomar en cuenta los siguientes casos:

v' Cuando la base es un numero de cifra terminal 0, 1, 5 6 6 la
potencia tiene la misma cifra terminal.

v' Cuando la base tiene cifra terminal 4 6 9 se cumple:
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S o)™ = .. 9

v" Cuando la base tiene cifra terminal 2, 3, 7 u 8 se cumple un ciclo
de cuatro potencias. Siendo k € Z* se cumple:

(o 7) -] | — 2f " =2

— ) 1 [ — ) I
(o 72 I | s e
— 8)" = ... 6(m 8) " =..8"

El caso de dos o més cifras terminales lo dejamos a tu ingenio y
creatividad. Te presentamos solamente algunos casos, asumiendo

k € Z*:
(25) =25 (-nm625) =625
(o d25)™ =625 (-md2s)™ =125
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( Ejercicios Resueltos Qs

1.- La suma de las cifras del resultado de :

\/7992 +81+3\/ 7997 o s

8010 8003
A) 9 B) 10 C) 12 D) 13 E) 15
RESOLUCION:

JJ(7992).(8010) + 81 + 3/(7997).(8003) +9
\/(8001—9).(8001 + 9) +81 + %/(8000 — 3).(8000 + 3) +9

/8001% —81+81 + 3/(8000> —9+9
V80012 + 3/80002 =8001+ (3/20°%)?

8001+ 400=8401
Luego la suma de las cifras: 8+4+0+1= 13

CLAVE “D”

2.- El resultado de simplificar la expresion:

cologl00
= _| 999x357357357
(10° —1)x1071x0,6 68

A)5 B) 4 C)3
D) 2 E)1
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RESOLUCION:

—log100
[ 999x357357357
(10° —1)x1071x0,6

h oatoo
- | 999x357(1001001)
999999999><3><357><g
- 5
£ _| _999x(1001001) | - (;jz 4
999(1001001)x3

CLAVE “B”

3.- Ana realiza el siguiente calculo:

E = 666... ... 666> — 56
~—

20 cifras

Luego suma los digitos de su resultado. Entonces dicha suma es
multiplo de:

A) 2 B) 3 C) 11
D) 12 E) 13
RESOLUCION:

E =666... ... 666° — 56
%{—/

20 cifras
Por induccién:

2 cifras 66%—-56 = 4300
3cifras 666°—-56 = 443500
4 cifras 66662 —-56 = 44435500
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20 cifras  66...66° —56 = 44...4355...500
H,_/ %r_/

20 cifras 19 cifras 18 cifras

Suma de cifras: 19(4)+3+18(5)+0

73+3+90+0 =169

Luego 169 es multiplo de 13
CLAVE “E”

4.-Si x=3/2 , el valor de:

M :(\/1+(x +1)x2 +1)x —1)(x* +1))3 es:

A) 12 B) 10 C) 25
D) 16 E) 49
RESOLUCION:

Ordenamos convenientemente y aplicamos diferencia de cuadrados:

:(\/1+ (x+D(x—1)(x® +1)x* +1))z
(\ 1+ (x2 =D +1)(x* +1))3

(x/1+ (x* =D(x* +1)T = (x/l+ x® —1)3
o f oty =

Luego reemplazando:

M= (2= 2 =16

M
M
M
M

CLAVE “D”

5.- Calcular el valor de:
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n-sumandos

Ix3+3x5+5x7+...|+n

R 12 +22+3% +..,
n—sumandos

A) 4 B) 6 C)8
D)9 E) 10
RESOLUCION:
Por induccién matemética:

Si:n=1:>R=(1%2)+1=4

si n=2:>R=—(1X3:3x25)+2 =4
1"+2
Si n=gmro XEFEXEENT)43_, CLAVE “A”
1I"+2°+3
Por lo tanto para los “n” sumandos siempre la respuesta sera cuatr
6.- Si: abcdx9999999 =........3518

Entonces el valor de:a+b+c+d es:
A) 10 B) 15 C) 20 D) 30 E) 35
RESOLUCION:
Transformando:
abcdx (10000000-1) =........3518
abcd0000000—-abcd =......... 3518
..(9-a)(9-b)(9-c)(9-d)=.......3518
Comparando:

9-a=3 = a=6

9-b=5 = b=4

9-c=1 = c=8

10-d=2= d=2

s.a+b+c+d=20 CLAVE “C”

51




CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

=
_—

7.- El valor de K luego de reducir:
K =4/2x4x10 x82x6562+1, es:

A) 27 B) 9 C) 64
D) 49 E) 81
RESOLUCION:

Si efectuamos los célculos elementales en K obtendremos:

K =4/2x4x10 x82x6562+1=4%/80 x82 x6562+1

Todo problema operativo presenta generalmente un artificio o arreglo
matematico para que sea mas sencilla su operacion.

K =4/(81—-1) x(81+1) x (81% +1)+1
K =4/(81> —1) x (812 +1)+1
K =4/81* —1+1 = 4/81* = 81 CLAVE “E”

( Ejercicios Propuestos c@

1. La suma de las cifras del resultado de:
09993% +2x 9999335 es:

A) 28 B) 39 C) 52
D) 43 E) 65

2. La suma de las cifras del resultado final de:
10006%—2x100062+1

100062+2x10006+1 '
A) 4 B) 6 C)2
D)9 E)7

52



RAZONAMIENTO MATEMATICO

§@§RCEPUNT:2018

——
3. La suma de las cinco cifras de menor orden posicional del resultado
final de:

222..22% — 666 ...66% ; es:

80 cifras 79 cifras
A) 20 B) 26 C) 28
D) 22 E) 24
4. Al simplificar:
==399§ij;14-V2015><20174—1-—20082
2009
resulta:
A) 18 B) 9 C)5
D) 10 E) 15

5. Al operar:99999982 + 4x9999999 , la cantidad de cifras significativas
que se observa en el resultado final es:

A) 1 B) 14 C) 10
D)5 E)7

6. Siendo “s” la suma de las cifras de:

20083 — 20082 — 2008 + 1
20082 — 2 x 2008+ 1

el producto de las cifras de "s? + s" ,es:

A1 B) 9 C)3 D) 6 E) 2

7. Lasuma de las cifras del resultado final de:

20143 — (102 — 62
\/ ( ) —12—4°

2010
A) 15 B)18 C)20 D)22 E)25
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8. Al simplificar:
3 % (29000 — 290)

F =T 109a =502
resulta:
A) 1/5 B) 2/5 C) 1/25
D) 2/25 E) 3/125

9. Si T representa la diferencia de los cuadrados de los dos mayores
nameros pares de cuatro digitos distintos y U representa la diferencia
de los cuadrados de los dos menores nimeros miltiplos de 5 de
cuatro digitos distintos, entonces el valorde T - U es:

A) 18900 B) 15600 C) 14400
D) 20000 E) 21500

10. En el campeonato interno de fulbito en el CEPUNT participaron solo
un grupo de equipos Yy jugaron todos contra todos en dos ruedas. Si
se verificd que el total de partidos jugados es quince veces el nimero
de equipos participantes entonces la cantidad de partidos jugados en
la primera rueda es:

A) 105 B) 120 C) 136
D) 153 E) 171

11. La cifra terminal de la operacion:
((104 _ 1)“/9)9999 x (44 x (102 + D)7
es:
A) 4 B) 6 C)1 D) 9 E) 8

12. La suma de las cifras de:

120 sumandos
— e
_ 1X3+3X5+5%X7+..+120

N e +120 Es:
14424434+
120 sumandos
A) 3 B) 4 C)5 D) 6 E)7
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13.El quintuplo del valor de:1002% — 990 x 1002 + 989

tiene como suma de cifras un nimero multiplo de:

A) 22 B) 3 C)5
D) 7 E) 13

14. Al multiplicar todas las cifras del resultado final de:
11 x 555...5559

80 cifras
se obtiene:
A) 125 B) 216 C) 512
D) 1000 E) 1728
15.Se sabe que: P =201320132% + 20122

Q = 201320122 + 2013?
La raiz cuadrada de: 10(P — Q) — 26 x 10°
tiene como suma de cifras:
A) 2 B) 8 C) 15
D) 19 E) 27

16.Si ala suma de:
20122 + 8043 20122 412065
20122 +12077 Y T 20112 + 4022

Le restas 4 x 2013~! se obtiene:

A) 2012/2013 B) 2013 C) 2
D) 2013/2012 E) 1/2013
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17. Sabiendo que la suma y producto de los numeros reales “a” y “b” es
V12 y 23/18 respectivamente entonces el valor de:
a3 x b3\
= <T)
Es:
A B-32 B) —24 C)-312
D) 48 E) ¥3+32
18. El producto de todas las cifras significativas del producto:
999...9997 x 999...9994
13 cifras 13 cifras
Es:
A) 27° B) 54° C) 81°
D)108° E) 162°

19. Sabiendo que M es una unidad menos que el cuadrado de 3x10%y

N es dos unidades menos que cien veces el cubo de 10, entonces
la suma de las cifras de mMmxN es:

A) 352 B) 361 C) 370
D) 379 E) 388

20. El cuadruplo de la expresion:
T =556+ 774 x617%0 —3x212%°
Tiene como cifra terminal:

A) 6 B) 4 C)0
D) 2 E)8

56




CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

N EFE Ol
(SEONSI
>>mw>

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Academia Cesar Vallejo (2013) Libro de Problemas (22 edicién). Peru:
Lumbreras.

Huerta Flores , J. y Reyes Rodriguez, J. (2006) Operacion (12 edicion).
Perd: Frama.

National Geographic (2011) Los secretos del niumero m (22 edicidn).
Espafia: Editec.

Povis Vega, A. (2016) Razonamiento Matematico (32 edicion). Peru:
Moshera.

Yafiez Diaz, J. y Yafiez Diaz, J. (2015) Razonamiento Matematico Teorico
Practico (12 edicién). Perl: Aplicacién Grafica S.R.L.

57







CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

SEMANA 3

OPERACIONES NO
CONVENCIONALES

OBJETIVOS

Al término del presente capitulo, los estudiantes

desarrollaran sus habilidades en:

. Discriminar conceptos sobre las reglas
descubiertas en los operadores convencionales.

. Inferir situaciones probleméaticas empleando las

reglas de correspondencia de los operadores
matematicos

. Resolver situaciones probleméticas sobre
operaciones no convencionales aplicando la
respectiva ley de formacion y las estrategias
metodoldgicas propuestas en clase.
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NUEVAS OPERACIONES

Recordemos que definimos operacion como:
..una funcion que tiene una regla o un procedimiento mediante e/
cual uno o mds objetos de un conjunto, llamados operandos, son
transformados en otro objeto del mismo conjunto...

Analiza las situaciones operativas siguientes:
No es lo mismo simplificar la expresion U, N o T que se detallan a continuacion:
_ 2+3x4?
T (2+3)x42
_2+3x47
T (2m3)A4?
_2m(3M42)
- (2m3)A4?

Solo en el primer caso podemos operar porque son operaciones convencionales y

resulta que:
2+3x42 5

TR+3)x42 8

En las otras expresiones se requiere conocer el significado de m y A para
efectuar alguna operacion, en caso contrario seria imposible.
En cambio si asumiéramos las definiciones:
amb=a—-2b+1 y aAb=a+2b—-1

Entonces tendriamos las siguientes respuestas:

2+3x4? 2+43x16

T (2m3)842 T (=3)A16
2+3x4%2 50 25

~(2m3)A4Z 28 14
_2m(304%)  2m34

T (2m3)A42 T (—3)A16
_2m(3M4%)  —65 65
" (2m3)A42 28 28
Este es un reto que resolveremos juntos al finalizar el estudio del presente

capitulo.

60




A

=

CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

1.- CONCEPTO

Cada operacion sea convencional o no convencional tiene un simbolo
denominado operador matematico, presenta una definicion y se aplica
a elementos o componentes que ingresan a la operacion.

Para el caso de las operaciones no convencionales generalmente la
definicién esta en base a operaciones convencionales.

Veamos ahora como es el procedimiento que transforma uno o mas
nameros en otro numero.

Analiza la siguiente situacion problemética

Sabiendo que:

avc=2a—3c+c?

Entonces ¢ Cudl sera el valor de (2V4)+ (ZVZ)?

El primer lugar precisemos que Ves el operador matematico y la
expresion:

2a—3c+c?
es la definicion y los elementos que estan ingresando para ser
transformados son: 2 y 4.
Entonces se observa claramente que debemos reemplazar los
elementos segun la definicion.
Es decir:

2Va=2( )=3( )+( )
2Va=( )—-()+()

2V4 =8
2v2=2( )=3( )+ ( )
2Vv2=(C )-(C)+(C)
2V2 =2
Finalmente:

(2V4) + (2V2) = 10
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2.- CLASIFICACION POR EL NUMERO DE COMPONENTES

2.10PERADOR SIMPLE

Aquella operacién no convencional que presenta solo un operador
matematico.

Ejemplo ilustrativo 1
# Sesabeque : [M]=m2?+1

Calcular el valor de
Respuesta: 2
# Se define en R la siguiente operacion:

a® «w Vb =2a+3b
Hallar el valor de (V8 v 8 — 6) «v 4
Respuesta: 52

2.20PERADOR COMPUESTO:
La operacibn no convencional que presenta dos 0 mas
operadores matematicos.
Se observa que siempre una definicion est4 dentro de la otra
definicién y por lo tanto esta debe ser despejada usando la técnica
operativa apropiada.

Ejemplo ilustrativo 2

# Conociendo que:
ax*xb = 3a—-b+1
{(mVn)*m= 5m—9n+4
Hallar el valor de
((101 * 1)2 — (152 V 1)2) V 400
Respuesta: 11

# Sabiendo las definiciones:

M=3n-5 y |f|=6x+7

Hallar el valor de +

Respuesta: 53
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3. CLASIFICACION POR SU ESTRUCTURA
3.1. OPERADOR CONDICIONAL

Cuando en su definicién se presenta dos 0 mas subdefiniciones,
gue dependen del valor de la componente o0 componentes.

Ejemplo ilustrativo 3:

# Se define la operacion:

(x+1 ) )

Ix—l ; Six esimpar x # 1
={

x+2 .

tx—z ; Si x esparx #+ 2

Luego calcular el valor de: + 14|+ %

Respuesta: 3/2

3.2.OPERADOR CON DEFINICION INDIRECTA

Es aquella operacion que esta definida sobre si misma y por lo
tanto también debe despejarse la definicion.

Ejemplo ilustrativo 4

# Sabiendo que:

a%b=2b%a)—a
Entonces hallar el valor de

(3% 6) — (6%3)
Respuesta: 1

# Conociendo la definicién en R :

a&b=.alb&a)

Luego hallar 16 & 2

Respuesta: 8
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3.3.OPERADOR CON CUADRO DE DOBLE ENTRADA:

Es la representacién de una operacion binaria y por lo tanto
siempre presentara dos componentes en su estructura, donde los
nameros ubicados al inicio de cada fila corresponden a la primera
componente y los nameros ubicados al inicio de cada columna
corresponden a la segunda componente. En algunos casos se
debe trabajar con los datos del cuadro y en otros casos debes
descubrir su definicion.

ESTO ES UN RETO (CEPUNT DE MAYO 2016)

Se define en N una operacion representada por @, mediante la
tabla adjunta.

Calcular la suma de las cifras del resultado final de:

[(Qe4)@(4@2)] + [2@8)@(8@2)]

@ |2 4 6 8

6 8 10 |12
18 |20 |22 |24
38 |40 |42 |44
66 |68 |70 |72

IO AN

Respuesta: 13

4. OPERACION BINARIA
Si clasificamos las operaciones segun la cantidad de componentes
entonces tendremos:
> Unaria.- Cuando tienen una sola componente.
Ejemplo.- =n+1
» Binaria.- Cuando tienen dos componentes. Aqui se incluyen
las siete operaciones fundamentales.
Ejemplo.- aAb? =a+b
» Ternaria.- Cuando tienen tres componentes.
Ejemplo.- aAb%Ac3® = 2a +log.(2b—1) + 3
Centraremos nuestro estudio en la segunda clasificacion por que
cumplen con algunas propiedades y posee algunos elementos
notables.
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Filade entrads
OPERADOR .
Al Cuerpo de
wr | = ] c o Iz tabl=
3 £....T--E—--; {zon los
C dumnz i resultados)
o| | ] b o
de ! i
entrads | © i Tt " !
1
o o [ L+ 3
; I
L] =
—/

Elementos gue han
participado en |z
operadon.

4.1 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA OPERACION
BINARIA
A) DE CLAUSURA O CERRADURA
Cuando al operar dos elementos cualesquiera del conjunto
numeérico elegido, el resultado pertenece a ese mismo conjunto
y entonces diremos que la operacién es cerrada para ese
conjunto en particular.
En forma practica si hallaramos por lo menos un par de
elementos que operados no sea del conjunto entonces diremos
que la operacion no es cerrada.
Por ejemplo la adicién es cerrada para los numeros enteros
(Z), pues la suma de dos numeros enteros siempre es otro
namero entero.
Asimismo la sustraccibn no es cerrada en los numeros
naturales (N), pues la diferencia:
7—-10=-3
no tiene como resultado un nimero natural.

B) CONMUTATIVIDAD
Conmutar significa intercambio de posiciones, por tanto el
orden como se ubiquen las componentes no afecta el
resultado.
Entonces para dos componentes cualesquiera que se operen,
el conmutarlos no varia el resultado.
Vab €A:alAb = bAa
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No olvides que basta operar con un par de componentes que
no cumplen y se puede concluir que la operacion no es
conmutativa para dicho conjunto.

4.2 ELEMENTOS NOTABLES

A) ELEMENTO NEUTRO (e)
En la adicion el neutro es cero (0) pues:

b+0=a y 0+a=d
Asimismo en la multiplicacién en uno (1) pues:

axl=a y 1xa=4d
Generalizando diremos que:
3le € A, denominado neutro si cumple:
h*re=a y exa=a

Ejemplo ilustrativo 5

De la operacién @ definida mediante:
a@b =a+b-23
Se sabe que “e” es el neutro y que el inverso de a es a’!
entonces hallar el valor de:
T=[¢4@12" ) 1@ |@237!
elemento “e” que pertenece al conjunto A, denominado neutro, tal
gue cumple con tal condicién.

B) ELEMENTO INVERSO (a™1)
En la adicion en inverso aditivo esta definido a”
b+ (=a)=0 y (—a)+a=0
Asimismo en la multiplicacién el inverso multiplicativo esta
definido como a™! = i , porque:

! 1 ! 1
X —= — X =
a 0 y p a

1 =-a porque:

Generalizando diremos que: para cada elemento a del conjunto
A existe un Unico elemento denominado a™!, talque operados
resulta el neutro, es decir:

hxal=e y a~

xa=g¢
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Cabe precisar que cuando en los estudios secundarios nos
. — 1 . . .y .
precisan que a™! = - se refieren al inverso multiplicativo. Por

tanto en adelante puede ocurrir que:
1
-1 _ -1 —
3 = g (0] 5 = E
Que debes interpretarlo como una operacién que no es ni la
adicion ni la multiplicacion.
Finalmente es importante mencionar que cuando:
1°) se verifica la existencia del neutro y del inverso es porque
la operacion es conmutativa.
2°) te pidan hallar los inversos, debes antes hallar el neutro.

Ejemplo ilustrativo 6

El operador @ se define asi: m @ n=2./mn - %
hallar el valor de: 28 @2'°
A) 28 B) 2° C) 210 D) 2t E) 212

RESOLUCION:
28@210=2\/28_210 _2;70 _ 2218 _ 29 —2x 29 2° 99

CLAVE “B”

Ejemplo ilustrativo 7
Asumiendo que: mAN=m?—-3n y m#*n=2m°—n

Ademas:
m
-n—m
Calcular:
A) 20 B) 22 C) 24
D) 26 E) 28
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RESOLUCION:

3A2=(3)>-3(2)=3

4%3=2(4)% —3=29

luego:

Finalmente resulta: 29 — 3 = 26 CLAVE “D”
° ® _o D d‘
( Ejercicios Resueltos | <>
1.- Si se sabe que: a#b= ab +\/b7a Calcular 22#4-24#2
A) 1 B) 2 C) 4
D)8 ) E) 32
RESOLUCION:
2#4 =2 +4? 4#2 =47 +2°
=16 +4 =16+4
=20 =20
luego: 224 +£2%42 =220 ..220 =1
CLAVE “A”
2.- Sea A, el operador que se define mediante:
mAn = LOgmn_%\/mT
Al calcular, 8 A 2, resulta:
A) 9% B) 74% C) 9%
D) 79% E) 79%
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=

RESOLUCION:
8A2=L0g,2 — % NE. Log,. 2" —4+/64

_1 _
=332 9%
CLAVE “E”

3.- El operador a # b se define como la parte entera de My el

operador a [1 b se define como el entero inmediato superior de ab+a

Luego el valor de:

(3#2)+ (21 3), es:

» % B) 25 ©) %
D) 84 E) 254
RESOLUCION:

2
Para: 3#2 > M%‘Z) - % -83

luego: 3#2=8

para:2ﬂ39(2)(3%=%=2,§

luego:2113=3

Finalmente: (3#2) + (203) =8+ 3
_ 8

3
CLAVE “D”

69




» CEPUNT-2018

RAZONAMIENTO MATEMATICO

4.-Si
‘a — a4b+C3a
Entonces el valor de: IZIA es:
A) 212 B) 224 C) 2% D) 227 E) 236
RESOLUCION:
Para nuestro caso:
y 2b=6 vy 3c=12
=4
Entonces:

©,

A

5.- Asumiendo que:

‘ _

A) 401  B) 403

RESOLUCION:

— 44(3) +43(4) — 412 +412

— 2(4)12 — 2(22)12 — 225

CLAVE “C”
ia +2
9
Entonces el valor de:
es:
C) 405 D) 407 E) 409
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1°) Haciendo cambio de variable.

4—a—3:A N a:5A+15
5 4

Luego el operador queda asi:

4 (5A +15 5A + 15
@ = — +2 = +2
9 4 9

=§(A+3)+2

2°Finalmente:

=g(78+3)+2=47

luego:

6.- En el siguiente cuadro, el valor de: 20 * 17,es:

CLAVE “D”

* 1 2 3] 4
1 {3 2 110
2|1 7 6 51 4
3|11 ])10f 9 [ 8
4 115 ] 14 [ 13 |12
A) 65 B) 35 C) 53
D) 60 E) 63
RESOLUCION:
El conjunto de partida es:
A=11,2 3,4}

Los valores que se deben hallar (20 * 7), no se encuentran en el

cuadro; entonces debemos hallar la operacion o “formula” que define el

operador.

Tomando como ayuda:

- De arriba hacia abajo los numeros de cada columna forman una
sucesion lineal de razén: 4
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- De izquierda a derecha los nimeros de cada fila forman una sucesion
lineal de razo6n: -1

a*b=4a-1b

Comprobamos que sea correcta esta operacion para cualquier valor de
la tabla.

Ejemplo:

2*3=4(2)-1(3)=5

4*1=4(4)-1(1)=15

1*2=4(1)-1(2)=2

= 20*17 =4(20) - 1(17) = 63

CLAVE “E”
7.- Se tiene la tabla:

0| 1 2

1 5 8

2111 14
Definida por el operador 0 de forma: a0 b = Ma2+Nb
Calcular:364
A) 25 B) 45 C) 53
D) 30 E) 55
RESOLUCION:

Para calcular 3 6 4, reemplazamos en la regla de definicién, pero
segun la regla de definicion, a 6 b = Ma2+Nb, no conocemos los
valores de M y N, entonces evaluamos:
¢ De la tabla y de la regla de definicion:

1) 161 =m(1)?+ N(1)

5= M+ N....... ()
2) 2061=M(2) + N(1)
11=4M + N ... (D)

De (II) = (I): 6 =3M, M= 2, luego N= 3.
« Ahora la regla de definicion sera: a0 b = 2a%+3b
e Calculando3 * 4 = 2(3)? +3(4)
3*4=30
CLAVE “D”
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( Ejercicios Propuestos | e\%

1. Se define:

x+3[=x-3

El valor del operador es.

1S5 200

A) - 100
D) - 50

L.l ©)50

s
50 operadores
2. Se define la operacion ' $ en IR:

WD |
O |00 ||| &

Nl W e
X IN|| b N
Vi3] W

5
Indicar el valor de verdad de:

I.(2$ 3) $3=(x$ 2) $5<—>x:l

Il: Es conmutativa

I1l. No tiene elemento neutro

IV. La operacion es cerrada.
A) FVVWVW B) VFFF C) FVFV
D) VWFV E) VVVV

] 6 4
3. SSsMeN=—+—+2
M N

El valorde “Xx” en x<2=2<4 es:

A) 1 B) 2 C)4
D)0 E)3
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4. Si: x+1 | =o2x-1

El resultado de: E = IZI . EI es:

A) 20 B) 25 C) 24
D) 16 E) 26

5. Sabiendo que: @ =x2-1

= X(X + 2)
Al efectuar + @ resulta:
AT B) 6 C)5
D) 4 E)9
6. Se define:

m+5 = m\/m\/m\/:

[20] + 2|+ 2|+ 3| ... + 19

Halla:
A) 90 B) 100 C) 110
D) 120 E) 150
7. s =nx[n-1]
Al resolver:
A =

[nll-1| |[n] -1 n -1
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10.

A - B) n C)1

D) n? E) n!

Se define @ :@ + 2.

Si ademas @ = 20, entonces,
el valor de es:

A) 212 B) 215 C) 224
D) 216 E) 214

El operador “®” se define como:

3mn
meé&n= —
2

Si a=! es el elemento inverso de “a” entonces el valor reducido de
5@ 27t es:

A) 5/3 B) 3/5 C)8
D) 10 E) 5/2

En el conjunto A ={1; 2; 3; 4; 5} se define la operacién * asi:

* 1 2 3 4 5
1 3 4 5 1 2
2 4 5 1 2 3
3 5 1 2 3 4
4 1 2 3 4 5
5 2 3 4 5 1
Si al es el elemento inverso de a, entonces, el valor de
K= [(31 * 5-1)-1 * 2-1]—1 * 41 es:
Al B) 2 C)3

D) 4 E)5
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=

Se define las operaciones:

@ =x?-9

= X(X+6)
Segun esto el valor de:A + es:

A) 10 B) 14 C)8
D)1 E) 16

Si: l[a+b|la-b|=a2+Db?

El resultado de ./5 J§ es:
A) 4 B) 2 C)8
D)1 E) 6

13. Si se sabe que : =ax+b,‘ a>0;

16|[ x ]| +35 A

= 24x + 12, elvalorde @es:

A) 31 B) 36 C) 27
D) 42 E) 12
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- A —
14. Si se cumple que:

5 ay) _ y(ny)’ VX,V X#Y

Entonces el valorde R = (5A2)(2A5)
(100A99)(99A100)

A)9 B) -9 C) -6

D)6 E) 15

15. Sabiendo que:

2
XAy = M vy =0
18y

Entonces el valor de  E = 9A{9A[9A(---)]} es:

A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)9

16. Usando las definiciones:

(2m)A (mn) _ 3m#m)  x 4y =2x’—y
9 m-—6n Entonces el valor de E =

54A12 — 2243 es:

A)O
B) 1
C)2
D)5
E) 15

17. Usando la definicién: ax/ib* a’ ’ = (a* bz)

donde: m**n*>0 y m>0; n>0
Entonces el valorde E=2*4+9*3

es:
A) 27 B) 28 C) 30
D) 31 E) 33
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=

18. Se define la operacion # en IR mediante

3
a#bza\;:a; a#tb >0

Entonces el valor de 32#8- 4#1 es:

A) 6632 B) 62 C)33%2
D) 623/2 E) 66

19. Se define: ¥*Pa*b =a—b

Ademés:3*1=2; 7*4=81; 9*5=1024

Elvalorde M =[(2*5)+ (8* 9)—(5* 6)}100 es:

A) 90 B) 95 C) 97
D) 100 E) 101
a*b*c

20. Si: c*b*a=

b
Calcular el minimo valor de:

(a-l * b-2 * C—3)2 + (C * b2 * a3)2

A) 0
B) 1
C)2
D) 4
E)-2
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=

CLAVES

1.A 2D 3 E 4B b5 A
6.C 7.B 8A 9OA 10C
11.B 12.A 13.A 14 A 15.C
16.A 17.D 18.B 19.D 20.C

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Asociacion Fondo de Investigadores y editores (2015) Solucionario
Razonamiento Matematico, propedéutica para las ciencias (32 edicién).
Pera: Lumbreras.

Huerta Flores , J. y Reyes Rodriguez, J. (2006) Operacion (12 edicion).
Perd: Frama.

Lumbreras, C. y Pavletich, S. (2005) El sistema de los nimeros reales (12
edicion). Pera:Moshera.

Pozo Montero, F. , Parés Mariné, N. y Vidal Segui, Y. (2015) Mateméticas
para la ingenieria (22 edicién). Espafa: Pearson Educacion.

Yafiez Diaz, J. y Yafnez Diaz, J. (2015) Razonamiento Matematico Teorico
Practico (12 edicién). Perl: Aplicacién Grafica S.R.L.

79







CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

SEMANA 4

SUCESIONES

OBJETIVOS:
Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

Calcular el término enésimo de una sucesidn
numérica a partir de su ley de formacion.

Dado una sucesion numérica hallar su ley de
formacion.

Resolver situaciones probleméticas aplicando la
definicién y propiedades de sucesiones.
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ORDEN EN LOS NUMEROS
En muchas ocasiones los conjuntos de elementos SE ORDENAN de igual

manera que estdn ordenados los nimeros naturales.

Siempre que los elementos de un conjunto se ponen
en correspondencia con los nimeros naturales
12.3,., de forma que a cada elemento le asignamos
un nimero natural correspondiente, el conjunto se
convierte en una SUCESION.

Un conjunto finito puede ser mostrado entre llaves
y precisando sus elementos separados por comas.
Ahora cuando el conjunto es infinito se debe actuar

con cautela pues la simple mencion de los primeros
elementos no garantiza un tipo especifico de conjunto numerico, salvo que
tengamos la seguridad plena del conjunto.

Entonces cuando el conjunto es infinito es recomendable utilizar alguna
propiedad gue posea cada uno de los elementos.

Por ejemplo el conjunto infinito M = {1,2,3, ...} se puede precisar que es de los
primeros numeros naturales pero también se puede concluir que tiene los
mismos tres primeros elementos del conjunto:

"=t -Dm-2n-3) ; nen
A pesar que M representa los nimeros naturales:
M=1{1,2345,6,..}
Al describir por extension el conjunto T resulta que:
T ={1,2,3,10,29,66, ...}
Entonces una de las formas de asegurar la pertenencia o no de un numero a una
sucesion es establecer una expresion que vincule el lugar y el termino que
ocupa dicho lugar. Esta expresion en adelante la denominaremos ley de
formacion.
Esta sesion se ocupard de analizar los terminos de una sucesion utilizando
diversos procedimientos aritméticos para determinar su ley de formacion, la
cual permitird resolver diversos problemas.
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1.- SUCESION
La expresibn S es una funcidn real de variable entera positiva y
simbolicamente se tiene que:

S: N —» R

IN IR

— ai
— az
— as
— a4

T WDN R

n ——=an
Terminos de la sucesion : ai,az,asz,...,an, an+t, ...

Son ejemplos de sucesiones:
S1:1;4;9,;16,;25;36;49
Sz 1 1-x; X,.x, X, XX
2 3 4 5 6
Cuando el nimero de términos es dado, se dice que la sucesién es
limitada o finita. Cuando el nimero de términos es ilimitado, la
sucesion es infinita.
El término general o término enésimo es una expresion que indica la
ley de formacion de los términos de la sucesion.

Ejemplo.- El término general de la sucesion:

S; :1;4,9;16;25;36;49 , esn?v neN
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1.1 SUCESION NUMERICA
Es un conjunto ordenado de numeros de acuerdo a una ley
general o férmula de recurrencia que se puede determinar
relacionando las operaciones basicas.
Para la sucesion:

4;6;8; 10;...; tn; se puede establecer que: t,=2n+2
1.2. RAZON DE UNA SUCESION
Es aquella que se obtiene al comparar dos términos consecutivos
de una sucesion.
De acuerdo a la razén las sucesiones pueden ser:

a) SUCESION ARITMETICA
Se dice que una sucesién numérica es aritmética (progresion
aritmética) cuando la diferencia entre cada par de términos
consecutivos es constante. Asi:

Ejemplo:
S—4; 7; 10; 13;
tn+1— tn =r

Para obtener el enésimo término de una sucesion aritmética se
emplea la formula:

th=t1+ r(n -1)
Donde: t Iino, t1 es el primer término,
r es larazén aritmética y n es el nimero de términos.

b) INTERPOLACION DE MEDIOS ARITMETICOS
Interpolar “m” medios aritméticos o diferenciales entre dos
numeros dados, implica formar una progresion aritmética cuyos
extremos sean previamente los nimeros dados.
Para tal efecto bastard conocer la razén usando la formula:
r= tn _tl
n-1
Ejemplo: Interpolar 3 medios diferenciales entre cada dos términos
consecutivos de la progresion:
+2,14,26, 38
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RESOLUCION:
Entre 2y 14
(a, —al)_14—2_12_3
n-1 5-1 4
Luego obtenemos :

+2.5.8.11.14
S

+14.17.20.23 .26
m.a
+26.29.32.35.38
m.a
c) SUCESION GEOMETRICA
Se dice que una sucesién numérica es geométrica (progresion
geométrica) cuando el cociente de cada par de términos
consecutivos es constante. Asi:

tn+1 =r

tn
Donde r es constante
Son ejemplos de sucesiones geométricas:

1;3;9;27;...

-4; -8; -16; . . .

ttr, tr3, s, ...
Para obtener el enésimo término de una progresion geométrica
se emplea la férmula:

tn = t]_ rn_l

Donde: tn es el n-ésimo término
t1 es el primer término, r es la razon geométrica.
n es el nimero de términos.
d) INTERPOLACION DE MEDIOS GEOMETRICOS
Interpolar “m” medios geométricos o proporcionales entre dos
cantidades, implica colocar o incluir “m” nimeros, de modo tal que
al hacer este procedimiento, se forme una progresion geométrica
gue tenga por extremos a dichos nimeros.
Ejemplo:
++3:6:12:24:48:96
N

m.g.

Para realizar la interpolacion, bastara aplicar la férmula
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donde :
m = términos que se interpolan
n = nimero de términos de la P.G.

2. SUCESIONES POLINOMIALES
Son aquellas sucesiones cuyas férmulas generales que los
representan son polinomios.

Segun el grado del polinomio las sucesiones pueden ser lineales,
cuadréticos, cubicos, etc.

2.1 SUCESIONES LINEALES:
Son aquellos cuya féormula general es un polinomio lineal en n es decir
tiene la formula:

th=an+b
Por ejemplo, si th = 3n + 2, su respectiva sucesion es:
5;8;11; 14;

2.2 SUCESIONES CUADRATICAS
Son aquellas sucesiones cuya formula general es un polinomio de
segundo grado, es decir tiene la forma:

th=an’+bn+c

Donde n e Z*;a, b, yc son constantes.
Por ejemplo si th=n2+2n -1, surespectiva sucesiénes: 2; 7; 14
; 23, 34.
Es posible encontrar otros tipos de sucesiones que resultan
combinando las formulas de recurrencia, por ejemplo:

4 Mixtas. Es una combinacion de progresion aritmética y

geomeétrica.
Ejemplo:
3. 6 ; 24 ;144 ; 1152 ;...
A N A A A
w2 w4 %6 =8
A
+2 +2 +2
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v" Alternadas. Cuando se establece una razén comun al
establecer una comparacion alternada.

Ejemplo:
+6 +6 +6
/-——'—u //-—_—-‘
6. 3 9;9’:—;2_?‘15 15 ; 21
N A N A N A
+3 +3 +3

2.3 FORMULA DE RECURRENCIA PARA SUCESIONES
POLINOMIALES (METODO COMBINATORIO)
Dada la siguiente sucesion

I.L; tl; t}; t4; ti; tﬁ;
AN AN AN A
+ta b+ Hd

wr

+r +r ... ete.

Observamos que la razén constante se presenta en la tercera fila
de razones por lo que es una sucesién polinomialde tercer orden,
cuya férmula de recurrencia esta dada por la expresion:

t. =t,C0" +aCl™" +mC)* +rCy

El método puede generalizarse para sucesiones polinémicas de
mayor grado; asi para la sucesién de cuarto grado (presenta
cuatro filas de razones):
i Bt Z R« S I
AN A A A A
M M, M My M
S AN AN AN A
P, 4P, +P; P,
AN AN A
Qi +tQ 1Qs
AL A

+R +R... etc
Su féormula es:
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t, =t,Co" +M,C/ ' +P,C) +Q,C5 +RC) !

En forma préactica se puede obtener el término enésimo con la
siguiente formula:

Mi(n-1) R(n-1fn-2)  R(n-1fn-2).(n—k)
1! 2! k!

t,=t+

Ejemplo ilustrativo 1
El término de lugar 40 en la siguiente sucesién

8:13:;18;23; ........ es:

A) 203 B) 205 C) 207
D) 204 E) 206
RESOLUCION:

To T T, Tgoeen Th

3 8 13 18

S— ~—}——+7

+5 +5 +5 = r=5

Tn=3+5n
T(40) =3+5(40)

Tia0) =222

CLAVE “A”

Eiemplo ilustrativo 2

EnlaP.A. ... . 5...47... 150 €l nUmero de términos que hay entre 47 y
159 es triple del nimero de términos que hay entre 5y 47. La razén de
esta progresion es:

A) 4 B) 5 C)6
D) 7 E)8
RESOLUCION:

Considerando la P.A. de razénr.
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Del intervalo con extremos 5y 47
[AT-5_ 42

n+1
Del intervalo con extremos 47 y 159
,_159-47 _ 112

3n+1 3n+1

Como se trata de la misma P.A.
(1) y (2) son iguales entonces:

42 _ 112 pe donde:

n+1 3n+1

n =5, sustituir en (1)

l=7:>r=

=——

5—

Ejemplo ilustrativo 3:

Si la suma de “n

A) 17 B) 11
D) 10 E) 12
RESOLUCION:

Seala PA+T, Ty, s T

Donde: s, =n(5n-3) para todo n
Sin=1s,=T;=(1)(5-3)=2
Sin=2 s, =T,+T,=2(10-3)=14
Pero:

T, =2yT,=12

Luego larazén: r=T,-r, =10

términos es n(5n-

RAZONAMIENTO MATEMATICO

CLAVE “D”

3).Larazon de una P.A.es:
C) 13

CLAVE “D”
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( Ejercicios Resueltotl

1.- En la sucesiéon : 7 ; 19 ; 37 ; 61 ; 91; ... la diferencia entre el cuarto
término de cuatro cifras y el penultimo término de tres cifras es:
A) 570 B) 560 C) 535
D) 512 E) 505
RESOLUCION:
7; 19; 37; 61; 91;...
12 18 22 30
6 6 6

Aplicando la formula, tenemos:

t,=7+12C"* +6CJ™" = 3n(n+1)+1

t, <1000 entonces: 3n(n-+1)+1 <1000 Luego :

Nyasimo =17 - EI pendltimo  tér mino es t;,

t,c = 3x16x17+1=817 Y elcuarto término de cuatro cifras es:
t,, =3x21x22+1=1387 , entonces :t,, —t,, =570

CLAVE “A”

2.- Se tiene la progresion aritmética: a ; b ; c; ... x que consta de 501
términos. Si la suma de los términos de lugares 135 y 387 es 1604
entonces el término de lugar 261 es:

A) 650 B) 802 C) 840
D) 880 E) 992
RESOLUCION:

La posicién de los términos dados equidistan, asi:

t t
Entonces : t,,= 135; 387 :16204

=802

CLAVE “B”
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3.- Indicar el menor de cuatro términos de una progresion geométrica

creciente sabiendo que la suma de sus extremos es 560 y la suma de
sus términos centrales es 240:

A) 20 B) 24 C) 28
D) 32 E) 36
RESOLUCION:

Sea la progresion geométrica a;a.r;ar?,ar®

a+ar’=560 entonces: a(l+rYL—r+r?)=560... (*)
ar+ar®=240 entonces a.r.(l+r)=240....(**)

De (*) y (**) se obtiene r = 3 y reemplazando en (**) se determina el
menor término de la progresion geométrica que es a= 20
CLAVE “A”

4.- En la siguiente sucesién : 0 ; 3/4 ; 8/9; 15/16 ; 24/25;p;q;r; ...

El producto pgr es:

A) 3024/3136 B) 13/14 C) 15/16
D) 27/28 E) 29/30
RESOLUCION:

Los numeradores:

0; 3; 8; 15; 24: 35; :48; 63
+3 +5 +7 +9 +11 +13 +15

Los denominadores:

4, 9; 16; 25; 36; 49; 64
22 32 42 52 62 72 82
Luego: p = 35/36; q=48/49; r=63/64

Entonces: p.q.r = 15/16
CLAVE “C”
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i3

5.- En la siguiente sucesién: 1/2 ; 9/12 ;5/6 ;14/16 ... Si:
an = 29/30 , entonces el valor de “n” es:

A) 10 B) 16 C) 12
D) 14 E) 15
RESOLUCION
Como:9/12=3/4 vy 14/16 = 7/8 , luego la sucesion sera:
Numeros impares
/—/%
1 35 7 2n-1
== = se deduce:
2 46 8 2n
—
NUmeros pares
- a = 2n -1 entonces: 29 _2n—-1 _, _35
" 2n 30 2n
CLAVE “E”

6.- La razén de una progresién aritmética cuyo primer término es la unidad
y los términos de los lugares 3, 11 y 41 forman una progresion
geomeétrica, es:

A) 11/3 B) 11/41 C) 3/11

D) 11/10 E) 10/11

RESOLUCION:

Progresién aritmética (PA)

t,=1+2r

t,, =1+10r

t,,=1+40r

Progresién geométrica (PG): (1+ 2r);(1+10r ), (1+ 40r)

Para tres términos consecutivos de una progresion geométrica se

cumple que:

(L+10r)* =@ +2r)1+40r) dedonde: r=11/10
CLAVE “D”

7.- Se da la sucesion: 5; 11 ;21 ;35,53 ; ... de 21 términos. La cantidad
de términos que terminan en cifra 5 es:
A) 7 B) 8 C)9
D) 10 E) 11
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RESOLUCION:
S 911 35; 53;...
6 10 28
—_— ;9 \_9
4 4 4

t,=5+6C" +4C)™" = 2n*+3

Se sabe que ne{1,2,3,...,21}
2n® +3=....5 entonces 2n°=...2 luego n”* =..10 n®=..6
Por tanto, ne {1,9,11,19,21} o ne {4,6,14,16}
obteniéndose 9 términos que cumplen con la condicién.

CLAVE “C”

( Ejercicios Propuestos e%

1. Eltérminogue sigue en la siguiente sucesion es:
(5)°,(15)°,(18)"",(16)"®,(48)?7 (51)%°

A) (49)%° B) (48)°° C) (54)*
D) (48)* E) (49)%

2. Elvalor de (a+b) de la siguiente sucesion es:
6 30 15 75 375 a
126 3 127 17 b
A) 197 B) 198 C) 196
D) 199 E) 194

3. Yanira camina cinco pasos hacia adelante y dos hacia atras, luego
da 10 hacia adelante y cuatro hacia atras, y asi sucesivamente, en
P. A, entonces la cantidad de pasos que habra dado Yanira en total
hasta el momento en que por primera vez se encuentra a 1105
pasos del punto de partida, es:
A) 2415 B) 2410 C) 2405
D) 2400 E) 2395
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:

4. Dada la siguiente sucesion:
2,10,30,68,130, ... ... ...
El nUmero que sigue, es:

A) 220 B) 228 C) 222
D) 226 E) 226

5. Dada la siguiente sucesion:
1,1,3,7,........111, el nUmero de términos, es:
A)9 B) 10 C) 15
D) 12 E) 13

6. En la siguiente sucesion;
13 _
-,5,13,30,ab, ... ...

4’2

El valor de e= g , €s:

A) 11 B) 10 C)9
9 7

D) 7 E) 7

7. Dada la siguiente sucesion aritmética:

log,/z b,log, a,log, Vb, ........, entonces el valor de log, a , es:
1 94 V7

A) 3 B)= C) 5

D) E) log 2

8. El término siguiente en la sucesion mostrada:
2 log, 27 8,

0, =, ——,; = .. es
3 4 5
A) logz63125 B) log, 625 ) 10g26125
625 125
D)~ B
9. Dada la siguiente sucesion:
1, 1; 5; 13; 25;........... ; 841, el nimero de términos, es:
A) 22 B) 23 C) 24
D) 25 E) 26

10. Si en una P.G de 3 términos, la suma de ellos es 117, su producto
19 683 y la razon es mayor que 1, luego el segundo término es:
A) 24 B) 25 C) 26
D) 27 E) 28
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11. Sila suma de “n” términos de una P.A. es 5n + 2n2, para todos los
valores de “n”, luego el término del lugar 10 es :
A) 41 B) 43 C) 4

D) 51 E) 42

12. Daniela se propone leer una novela diariamente; el primer dia lee 4
paginas, el segundo dia lee 7 paginas, el tercer dia 12 péaginas, el
cuarto dia 19 péginas y asi sucesivamente hasta que cierto dia se
da cuenta que el nimero de paginas que he leido ese dia es 16
veces el nimero de dias que ha estado leyendo, disminuido en 12.
Luego el numero de paginas leidas en dicho dia, es:

A) 224 B) 225 C) 226
D) 227 E) 228

13. La diferencia del denominador y numerador del vigésimo término de
la sucesién. 3.9 .19 3 .51,

2'10°24°4°70°
Resulta:
A) 379 B) 380 C) 479
D) 480 E) 579

14. La suma Sn de los primeros “n” términos de una sucesion aritmética
es igual a la suma Sm de los primeros “m” términos de esta
sucesion (m # n). Entonces Sm+n, €s:

A1l B) -1 C)n D) m E)O

15. Los ndmeros: log, x;log,, x;log, x, forman wuna sucesion

aritmética (k,m,neR" - {1}), el valor de (nm)Iogk " resulta:
A1l B) n C) n? D) m? E) k?

16. En una progresién aritmética “a” es el primer término, r la razén y

“

S.1S,,:S;,, son las sumas respectivas de los “n”, “2n” y “3n

primeros términos de la progresion. Si N =S, —S, —S

n'

entonces se afirma que:

I) Nyrtienen el mismo signo
II) N depende de “a” y r solamente
III) N depende de “n” y r solamente
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?n\?:S
Entonces la afirmacion correcta, es:
A) Solol  B) Solo Il C) Solo 1l D)Sololyll E)Solollyll

17. En una progresion geométrica el primer término es 7 y el Ultimo es
448 . Si la suma de los términos de dicha progresiéon es 889.
Entonces el nimero de términosde la progresion geométrica , es:
A)6 B)7 C)8
D) 9 E) 10

18. Los siguientes numeros forman una sucesion tipo Fibonacci, esto
significa que a partir del 3er término, todos los términos son iguales
ala suma de los dos términos que lo anteceden 26,;35,;63,;abcn,

Entonces el valor de n®, es:
A) 36 B) 49 C) 64 D) 81 E) 100

19. El nimero de términos que tiene la siguiente progresién aritmética:

abn;bas) ;88(n+2); ----- ;64(n+1),, es igual a:
A) 18 B) 20 C) 22 D)24  E)30

20. Los nimeros “a” y “b” que satisfacen el sistema de ecuaciones:

{ (a-2)2 +2(b-3)=ala-16)
3(

a+2)-(b-3)b+3)=5+b-b)

Son el segundo y el sexto término de una sucesion aritmética
creciente. El nimero de términos que debemos sumar, a partir del
primero, para que la suma de ellos sea 165, es:

A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15
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; CLAVES
1.E 2.C 3.C 4C 5.D
6.A 7.D 8A 9.A 10.D
11.E 12.E13.A 14.E 15.C
16.D 17.B 18.C 19.A 20.E
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SEMANA 5

SERIES

OBJETIVOS:

Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. Calcular el valor de una serie humérica aplicando
propiedades

Calcular el valor de una serie numérica aplicando
sumatorias.

Resolver situaciones probleméticas relacionadas
con series numéricas aplicando definicién y sus
propiedades respectivas.
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SUMAS HISTORICAS
Se cuenta que cierto personaje estaba en extremo
orgulloso de ser un descendiente del mismisimo
Carlomagno.
Clerto dia topd con un matemdtico de su entorno que
le hizo los siguientes cdlculos:
"Ud. tiene dos padres, y cada uno de éstos, otros dos;

de modo que ya tiene seis ascendientes. Como cada N
uno de sus cuatro abuelos tiene dos padres, el nimero a’e ascendientes que
contamos son 14. ¥ si nos remontamos unas 40 generaciones, el nimero de
antepasados que tiene Ud. es:

2+22+ 28+ 20+ 2w . + 2584+ 25 4+ 210 = 2,199 0231 255 550
Asi que una vez conocida tan extraordinaria cantidad de descendientes de/

’II

gran Carlomagno, el matemdtico de nuestra historia pensd "poca sangre noble
tiene este buen hombre'; pero siguid sintiéndose muy orgulloso de pertenecer
a tan noble cuna.

En otro momento de la historia observamos a Carl Gauss que con 10 afios de
edad aproximadamente, realizo una suma con un procedimiento no convencional.
Ante el problema planteado por su profesor Biittner de sumar los cien
primeros naturales explico que antes de sumar mecdnicamente se dio cuenta
gue sumando los términos extremos siempre obtenia 101 hasta llegar a los
centrales que son 50 y 51 y entonces lo que hizo fue multiplicar 101 por la
cantidad de parejas escogidas de términos extremos que eran 50 y por lo tanto
obtuvo 5050. Simbolicamente:

S=1+2+3+4+--4+97+98+99+ 100
S=(1+100+((2+99)+(3+98)+(4+97)+ -+ (50 + 51)
§$=101+101+101+101+--+101

50 parejas

§=101x50= 5050

En este capitulo citaremos métodos prdcticos para calcular la suma de todas
aquellas adliciones indicadas de los términos de una sucesién numérica.
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1.- SERIES NUMERICAS:

Una serie numérica es la adicién indicada de los términos de una
sucesién numérica y al resultado de dicha adicién se le llama valor de
la serie.

Sea la sucesion:

T T Ty Ty s, v Th
Entonces la serie numérica sera:
T+ T+ T+ T+ . + T,

1.1.-Serie Aritmética:l a serie aritmética es la adicién indicada
de los términos de una sucesion o progresion aritmética.
Ejemplo ilustrativo 1:
Dada la siguiente sucesién de 10 términos determine la suma de
todos ellos.

S=7+12+17+22+........ +52
10 términos

RESOLUCION:

S=7+12+17+22+....... +47 +52

S=52+47+42+37 +......... +7

25=59+59+59+59+........ +59

10 veces

2S5 =59x10

s=22 ;10 =[295 ]Rpta.

» En general: Para toda sucesion aritmética de “n” términos

T Ty Ty :Tn

S—F , ) . Lo

» Latlsumid de todos sus términos se obtiene multiplicando la
semisuma del primero y ultimo términos por el nimero de
términos, es decir:

T+ T, T +T
S=Ty+Ty+Tz+...... +Tn=%xn S=(%jn

O también: |S =(wjn

2
Donde: Ty =Primer término

T =Ultimo tér mino
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n=NuUmero de términos
Ejemplo ilustrativo 2:

Hallar el valor de la siguiente serie.

S=10+17+24 +

15 términos
RESOLUCION:
S=10+17+24+.......
S— ~—
+7  +7

Se tiene que: Tn=7n+3

Ahora calculemos el tltimo término
Tis =7(15)+3

T;5 =108

Luego aplicamos la férmula:

S=10+17+24+....+108 — s:(_1°+108jl5
15 términos 2

s —[885 |Rpta.
1.2.- Serie Geométrica:

Es la adici6bn indicada de los términos de una sucesion
geomeétrica. Las series geométricas pueden ser:
# Serie Geométrica Finita:

Hallar la suma de los siguientes términos

S=1+4+16+64+256+512
RESOLUCION:
S=1+4+16+64+256+512
x4 x4 x4 x4 ix4i

(s =1+1x4  +1x4% +1x4% +1x4% +1x4°
4S =1x4" +1x4% +1x4° +1x4* +1x4° +1x4°

6
4S-S=1x4" -1
greesesese e » Primer Término
i > NUmero de Términos
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En General:

Para toda sucesion o progresion geométrica de “n” términos

T T Tg5 e Tn
La suma de todos sus términos se obtiene aplicando la siguiente
relacion:
S=T +Ty+Tg+...... +Th
Ty (qn —1)
S=—r 7/
q-1

Donde:

Ty :Primer Término
q=Razén (q=1;q=0)
n: namero de términos

Ejemplo ilustrativo 3
Hallar el valor de la siguiente serie
S=3+9+27+....... +729
RESOLUCION:

Se observa que’Sbn &%términos, en donde se aplicara la regla
practica, tenemos

3(36_1)
3-1

S= — S= [1092 JRpta.

#  Serie Geométrica de Infinitos Términos:

* Hallar el valor de la siguiente serie infinita
S= 48+24+12+6+3+%+%+

RESOLUCION:

2 2 2
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Entonces: q = >

Multiplicando a toda la serie por % se tiene

5(1—1J=48 o 5= 28
2 1
1-=

2

s =[96 ]Rpta.

En general en toda serie geométrica de infinitos términos su
suma (conocido como suma limite) se calcula asi:

T

S=T,+T,+T,; +T, +..=
1 2 3 4 l_q

Ejemplo ilustrativo 4:
Hallar el valor de la siguiente serie

S=32+8+2+ 2414 .
2 '8

RESOLUCION:
1 1 1
X— X— X—
4 4 4
Donde: =l 1 1
'05:432+ 8+ 2+ = + §+ .......
32 128
S=—— - S=| 5 |Rpta.
1 3
1__ |
4

2.- SUMATORIA
La sumatoria es la notacion matematica que permite representar la
suma de varios sumandos.

Asi:
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n

Z a; =am + Ayt Ay + o0+ ay
i=m .
Ahora veamos algunas series notables:

Suma de los n primeros nimeros naturales

(n+1)
Ek—l 2+3 = 7
2 +24+3+...4+n 5

Suma de los n primeros nimeros impares
Zn:(zk ~1)=1+3+5+..+(2n-1)=

Sum;je los n primeros nimeros naturales cuadraticos
Zn:kz =1 +2*+3° +..+n° = n(n+125(2n+1)

Suma de los n primeros niUmeros naturales cubicos

n 2
DKk +2° 43+ 4+n° ={n(n+1)}

k=1 2

® e _e® d"
(Eleulclos IleuleltmJ =
1.- El valor de S_—+l i+i ...... +L es:
2 6 12 20 420
20 20
A) — B) — C) —
) 21 ) ) 19
p) 22 E) @
13 19
RESOLUCION:
Sz(l—lj+(l—l)+(i—lj+ ..... (i——)SImpllflcando:
2 2 3 3 4 20 21
s-1-L_| 2
21 | 2 CLAVE “A”
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————————————————————
2.-Elvalorde ¢_1,5_ 9 65 (s
5 25 125 625
A) 5/6 B) 4/5 C) 3/5
D) 2/3 E) 1/3

RESOLUCION
-2t 32_22 3¥_p% 3+_p*
+ + + +

5= 5 53 5¢

CLAVE “A”

3-Si E=12-2%2+3% -4? +5% —-6% +...—50% entonces la quinta
parte de E es:

A) -1 285 B) -1 275 C) -258
D) -257 E) -255
RESOLUCION:

Tomamos los términos de dos en dos y aplicamos diferencia de
cuadrados.

E=(1-2)1+2)+(3-4)3+4)+(5-6)5+6)+...+ (49-50)49+50)

E esta conformada por 50 / 2 = 25 sumandos.
E=-3-7-11-...-99= [_32_99}25 =-1275
CLAVE “B”

1 1 1 1

4.- En la suma S = + + 4.+
2x3  3x4 4x5 n(n+1)

el menor nimero

, 37
natural N que satisface S > 75 es:

A) 37 B) 38 C) 39
D) 40 E) 41
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RESOLUCION:

1 1) (11 11 1 1 1 1 37
S=|l=—=|+| == |+|=—=|+t|——— == ——>—
(2 3) (3 4] (4 5) [n n+1j 2 n+l 78

Luego N>38. Por tanto, el menor valor natural de N es 39.

CLAVE “C”

5.- Roxana ahorra sucesivamente cada dia. El primer dia S/. 1, el segundo
dia S/. 8, el tercer dia S/. 27 y asi sucesivamente hasta que el dia M
ahorra S/. 343. Asimismo, Roberto ahorra el primer dia S/. 4, el
segundo dia S/. 12, el tercer dia S/. 20 y asi sucesivamente hasta el
dia N en que todos sus ahorros equivalen al total ahorrado por
Roxana. El valor de M+ N es:

A) 10 B) 12 C) 15
D) 21 E) 25
RESOLUCION:

Se tiene que 343=m?® entonces M=7

Ahorro de Roxana Ahorro de Roberto

P+22+3%+..+7% = 4+12+20+..ntérminos
2

Luego: (7)2(8j = [2X4 +S(n _1)}n de donde N=14

Por tanto, M+n=7+14=21
CLAVE “D”

6.- Si:
E=1+(1+5)+(1+20)+(1+59)+..(1+10229)

entonces la suma de las cifras de E es:

A) 22 B) 23 C) 24
D) 28 E) 30
RESOLUCION:
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:

E=1+6+21+60+...+10230 =1+ 2x3 + 3X7 + 4x15 +... +10x1023

E =1(2* —1)+2(2% —1)+3(2% —1)+ 4(2* —1)+...+10(2*° 1)

E = (Ix2" +2x2% +3x2° + 4x2* + ... +10x2'° )~ (1+ 2+ 3+ 4 +...+10)
Pero el minuendo “M” es

M =1x2' 4+ 2x2? +3x2% + 4x2* + ... +10x2"°
multiplicando a cada miembro de la ecuacion por 2 se tiene:

2M =1x2% + 2x2°% 4+ 3x2* + 4x2° +... +10x2™.

Restando cada lado de las dos Ultimas expresiones se tiene:
2M — M = —(1x2" +1x2% +1x2° +1x2* +... +1x2'° )+ 10x2"

10 _
M= —2(2 l] +10x2" = -2 + 2 +10x2" =9x2"" + 2=18434

10x11

Retomando la expresion dada se tiene: E =18434 — =18379
La suma de cifras de E es 1+8+3+7+9 =28
CLAVE “D”

7.- Se deja caer una pelota desde una altura de 90 m, en cada rebote la
pelota se eleva 1/3 de la altura de la cual cayo la Ultima vez, la
distancia recorre la pelota hasta quedar en reposo es:

A) 160 m B) 180 m C) 200 m
D) 240 m E) 220
RESOLUCION:

(@)

S =Scaidat Srebote

Scaida=90+30+10+%+....

20 -135m Sehiga=135m

3
Srebote = Scaida —la caida
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Srebote = 135-90 = 40m
Srebote =40m S=135+45=[180m]

CLAVE “B”

( Ejercicios Propuestos $

Al sumar:
1 1 1 1
—t—F—+——F .. oo ; resulta:
9 27 81 243
A)l B)1 C)1
2 3
D) £
5 6
Al calcular “M”, se obtiene:
1 1 1 1
=t ——t——+...... +—
13) 3(5) 5(7) 19(21)
10 20 17
A)— B)— C)—
21 21 33
19 19
D)— E) -
20 33

El valor de E , luego de efectuar la operacion es:
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1 1 1
=t —— + —— Tt . o0
1x4 2x5 3x6
A)2 B) H C) 12
18 13
2 11
D)— E) -
17 13

5. La expresioén E tiene como resultado a:

E=6+(5x-1)+(5x —3)+ (5x —5)+...+131

5x+2 tér min os

A) 120+5x B) 25x2 C) 25x2 -131
D) 137 E) 173-25x2

6. El valor de la serie

1 3 7 15
S=1+-"+_—-+—+-—+...€S:
3 9 27 81

A) 3/4 B) 3/5 C) 3/7 D) 3/8 E) 5/2
7. Elvalor de “x” en:
1+8+27+...4+343=4+12+20 ... +X; es:
A) 95 B) 101 C) 108 D) 113 E) 116
8. La suma de los 20 primeros términos comunes de las sucesiones 7,
11;15;19; ... y 9; 16; 23; 30; ...es:
A) 4480 B)4980 C)5380 D)5680 E)5780

9. Lasuma de la expresion P es:
P=1x5+2x6 +3x7 + ........... + 30x34
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A)11315 B)11415 C)11515
D)11615 E)11715

10. El resultado de la sumatoriainfinita es:

®© 1
>
nzl( n2 + 3n]
A)2 B)1 C)E D)E E)E
2 18 17 3

A)1 B)= C)1

2 6
D)1 E)@
81

12. Al sumar, se obtiene:

1+— 3 +— 5 +— ! Foee,
4
A)i B)§ C)6
16 8
D)§ E)4
8
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X TERMINOS
12. Sj 111+113+115+...+A=11
1+3+5+7+...+B
X TERMINOS

entonces el valor de A +B es:

A) 131 B) 132 C) 142
D) 152 E) 162

13. Si la suma de los términos de una sucesion lineal esta representada

por el nimero XXX ; y el primer término y la razon de la sucesion son
iguales a 1, entonces el producto del niumero de términos de la

“y M

sucesion multiplicado por “x” es:

A) 198 B) 216 C) 256
D) 268 E) 298
14. El valor de:

Q=1° +(12 +22)+(12 +2° +32)+(12 +2%2 432 +42)+... es:

20 sumandos
A) 16170 B) 17160 C) 18160
D) 16817 E) 14270

15. En una sucesién formada por nimeros enteros consecutivos el primer
término es (a?+1) y la suma de los (2a+1) primeros términos se puede
expresar mediante:

A) (a+1)? B)(a+1)* Cla*+ (a+1)?
D) 2(a+1)? E) a®+(a+1)?

16. Dado la progresion geométrica a; az; as; a4; ... ;

. P p I
si la suma de todos sus términos es ; ademas alr:; donde

“

r’ es la razon de la progresion, entonces el valor de as es:
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o
s ————— —

1 1
A B) — C) —
)% ) 12 ) 16
1 1
D) — E) —
) 20 ) 24
17. Dado la sucesion lineal x1; X2; X3; ...; Xn.
o1 1 1 1 20
Si + + +..+ =—;
X1 Xy XXz X3.Xy4 XX, 309

ademas x1.xk = 309 entonces el valor de k2 es:

A) 225 B) 169 C) 400
D) 441 E) 625
18. El valor de
S=2+3+10+15+26+35+50+63+...es:
40 Tér min os
A)22140 B)31560 C)23470
D)25580 E)25740

19. Si Marisol se propone escribir la sucesioén: 5; 12; 19; 26; ... hasta que
encuentre por tercera vez el término que termine en cifra tres;
entonces la suma de todos los términos de esta sucesion es:

A)2268 B)2269 C)2271
D)2271 E)2225

20. Elmer dijo: “mi edad en afios equivale al numero de términos de una
sucesion aritmética cuya suma de términos es 3575.

Si el tercer término es 8|09\g ‘{@ y el sexto término equivale a

5+./3 —7-/3 ; entonces la edad de Elmer es:

2-.3

A)48 afos B)49 afios C)50 afos
D)51 afios E)52 afios
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CLAVES

1.E 2E 3.E 4.D 5.E
6.C 7.E 8A 9.C 10.E
11.C 12D 13.B 14.A 15 E
16.C 17D 18.A 19.E 20.C
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SEMANA 6

TECNICASDE CONTEOY TOPOLOGIA

OBJETIVOS:
Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. Potenciar la capacidad de concentracion
discriminando figuras geométricas con
caracteristicas requeridas.

Utilizar el principio de adicion y multiplicacion para
resolver problemas sobre conteo de numeros vy
eventos.

Ejercitar la capacidad de analisis en conteo de
puntos de interseccion entre las figuras, usando las
férmulas apropiadas.

Resuelve situaciones problematicas relacionadas a
recorridos euleriados o recorridos minimos.
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ESTRATEGIAS PARA CONTAR
Y SU VINCULO CON LA GEOMETRIA

En determinados problemas, se observa que una operacion (o actividad) aparece en
forma repetitiva y es necesario entonces conocer la cantidad de formas que se
puede realizar dicha operacion. Para tales casos es util conocer determinadas
técnicas de conteo que facilitardn el cdlculo y serd el medio adecuado para resolver
estos problemas.

Por conteo entendemos al proceso que nos permitird identificar un nimero, una
figura geométrica o un evento que presente una caracteristica requerida, para
luego contarlo la mayor cantidad de veces.

Asimismo uno de los problemas mds remotos relacionados con la teoria de las
grdficas fue el problema de los puentes de Konigsberg que pregunta si es posible
dar un paseo en la ciudad mostrada en la Figura 6.1 y regresar al punto de partida
cruzando cada puente una sola vez.

Tierra

Figura 6.1

En 1736 el matemdtico suizo Leonhard Euler resolvid el problema. Construyd la Figura 6.2
reemplazando la tierra firme por vértices y los puentes por aristas.

D

Figura 6.2

Euler demostrd usando su sistema de lineas y puntos de la figura 6.2 que no es posible
dar un paseo en la ciudad mostrada de la Figura 6.1.
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1. CONTEO POR SIMPLE INSPECCION
Contamos directamente en la figura utilizando Unicamente nuestra
capacidad de observacion.

1. ¢Cuantas regiones simples hay?

2. ¢En cuantas regiones simples se observan por lo menos 3
asteriscos?

¢ En cuantas regiones simples se observan a lo mas 2 asteriscos?
¢En cuéntas regiones simples se observan 4 asteriscos?

¢, Cuéntos asteriscos pertenecen al triangulo y al cuadrado pero no
al circulo?

akrw

2. METODO COMBINATORIO
Asignamos digitos y/o letras a todas las figuras simples que
componen la figura principal y luego contamos anotando los digitos o
combinaciones de ellos que corresponden a la figura buscada. Es
recomendable proceder al conteo de forma ordenada y creciente, es
decir, figuras de un digito, figuras de dos digitos y asi sucesivamente.
(ver ejemplo ilustrativo 1)

3. CONTEO DE SEGMENTOS
1 @

Total de segmentos = 3 =%
1 2 ®
Total de segmentos = 6 :@(2—4

1 2 3 @
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=

Total de segmentos = 10 :%

1 2 3 4 n-1 n

nn+1
Total de segmentos:g

4. CONTEO DE TRIANGULOS

Total de triangulos =3 =@é—3

1] 2\®

Total de triangulos =6 =@2—4

Total de triangulos = 10 :C‘%—s
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5. CONTEO DE ANGULOS MENORES DE 180°

Total de angulos =3 =

Total de angulos =6 =
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Total de angulos =10 :@é—s

. n(n+1
Total de angulos menores que 1800:g
6. CONTEO DE CUADRILATEROS
112|341 ..In]Qn
n(n+1)

Total de cuadrilateros=

Observacion:
Para su demostracion se aplica el mismo criterio de los casos
anteriores.

m(m +1) 5 n(n+1)
2

Total de cuadrilateros =
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Observacion:

1121314 ...Iln]n
2
3

m—1
m

Si cada cuadrilatero simple es un cuadrado entonces:

NO

cuadrados = M T m - DO -+ m-2)(n—2) + -

Hasta que uno de los factores sea 1.
Cuandom =4 y n = 6 resulta:

N 4 x64+3X5+2X4+1X3
cuadroados

cuadrados

7. CONTEO DE PARALELEPIPEDOS

D NEAVAVAN

|
|
e
vd
rd

NEONEAVANAN

NENEAVANAN

m(m+1)>< n(n+1)>< p(p+1)
2

Total de paralelepipedos = 5 5
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Observacion:

Si cada paralelepipedo simple es un cubo, entonces:

Total de cubos=mxnx p+(M-)(n-1)(p-1)+
(m-2)(n—-2)(p-—2)...

Hasta que uno de los factores sea 1.
Cuandom =7, n=10yp = 3 resulta:

N 7 10x3+6x9x2+5x8x1
cuboos
cubos = 358

8. CONTEO DE PUNTOS DE INTERSECCION DE FIGURAS
GEOMETRICAS

a) Maximo nimero de puntos de interseccién de “n” circunferencias.

| #puntos = n(n-1) |

b) Maximo numero de puntos de interseccion de “n” rectas.

Ll >¢<
#puntos = —
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c) Maximo puntos de interseccion de “n” poligonos de “L” lados

N° méximo
Poligonos N° de lados | de puntos de
interseccion
Triangulos 3 3n(n-1)
Cuadrilateros 4 4n(n - 1)
Pentagonos 5 5n(n - 1)
Hexagonos 6 6n(n —1)
Poligonos L L.n(n—-1)

d) Maximo numero de puntos de interseccion de “n” triangulos y “c”
circunferencias (sélo entre triangulos y circunferencias)

| #puntos = 6.n.c |

e) Maximo numero de puntos de corte de dos poligonos de diferente
namero de lados

N° de puntos
de interseccion

@ 1 triangulo 2x3= 6

1 cuadrilatero

1 cuadrilatero _
@ 1 pentagono 2x4=8

1 poligono de m
lados

1 poligono de n 2m =K
lados
m<n

Figura Poligonos
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vl
NOTA:

El nUmero de puntos de interseccion K es igual al duplo del nimero de
lados del poligono con menor cantidad de lados (m)

Para hallar el total de puntos de interseccién de “A” poligonos de “m”
lados con “B” poligonos de “n” lados es:

AB.K

Ejemplo ilustrativo 1:

¢;Cuantos triangulos como maximo se puede contar en la
siguientefigura?

A5 B) 6 C)7
D) 8 E) 10
RESOLUCION:

Asignamos una cifra 0 una letra a cada espacio o figura simple.

~2

c d

Luego empezamos a contar los triangulos.
Asdelletra:a, b,c,d, e=5As

As de 2 letras: ab, ae, cd = 3 As

As de 3 letras: bed, cde = 2 As

.. Total de As 10 As
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Ejemplo ilustrativo 2:

En el gréfico el total de cuadrados es:

A)5 B) 6 C)4
D) 8 E) N.A.
RESOLUCION:

Debemos tener en cuenta que nos solicita cuadrados y no
cuadrilateros.
Enumeramos las figuras simples.

112134

Luego en el gréfico se percibe la existencia de 4 cuadrados.

Ejemplo ilustrativo 3:
¢,Cuéntos cuadrilateros hay en la figura:

A) 10 B) 14 C) 12
D) 30 E) 25
RESOLUCION:

Como las figuras estan ordenadas (alineadas), se cuentan las figuras
pedidas mas pequefas.

ENERERES

Luego:
Aplica la siguiente relacion para calcular el nUmero de cuadrilateros.

44 +1 s
¢+ = 10 cuadrilateros.

9. GRAFICA
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¥

Una grafica consiste en un conjunto de vértices (0 nodos) y un
conjunto de lados (o ramas) tales que cada lado esta asociado a un
par no ordenado de vértices (ver Figura 6.3)
1.1.“Para que se pueda trazar una figura, sin  levantar el lapiz, ni
repetir un trazo por segunda vez, es necesario que todos los
puntos de interseccién sean pares”.

1.2.“Para que se pueda trazar una figura, sin levantar el lapiz, ni

repetir un trazo por segunda vez, es necesario que exista sélo 2
vértices impares, siendo los demas vértices pares”.

Vértice .

Figura 6.3

10. VALENCIA
La valencia (o grado) de un vértice es el nimero de lados
incidentes en dicho vértice (ver Figura 6.4). En toda grafica la
suma de las valencias de los vértices es par. En cualquier grafo
existe un namero par de vértices con valencia impar.

Ejemplo ilustrativo 4:
Dado la gréafica mostrada en la Figura 6.4
determinar las valencias de sus vértices.

Figura 6.4
RESOLUCION:
De la Figura 6.4 se aprecia que las valencias de los vértices son:
Vértice Valencia Tipo
A 6 Par
B 3 Impar
C 3 Impar
D 2 Par
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Suma de valencias 14 Par
Hay 2 vértices con valencia impar

Camino: Es la sucesion de una cantidad determinada de lados de
una grafica dada que va de un vértice a otro.

Circuito: Es un camino de que empieza y termina en un mismo
vértice.

Circuito de Euler: Es un recorrido que incluye todos los lados y
vértices de un grafo dado,pasando una vez por cadalado

TRAZO CONTINUO

Una grafica puede ser trazada sin levantar el lapiz del papel
pasando una sola vez por cada lado (o tiene un circuito de Euler)
si la gréfica tiene:

12.1. Todos sus vértices tienen valencia par, o

12.2. Sélo dos vértices tienen valencia impar.

Ejemplo ilustrativo 5

Dada la grafica de la Figura 6.4, afirmar si se puede o no trazar de
manera continua sin levantar el l14piz del papel pasando una sola
vez por cada lado. Justifique su respuesta.

RESOLUCION:
La grafica presentada en el Gréfico 6.4 se puede trazar de manera
continua sin levantar el lapiz del papel y pasando una sola vez por
cada lado (o tiene el circuito de Euler) ya que de los cuatro
vértices s6lo dos son impares. Para ello se tiene que empezar en
uno de los vértices impares, “B” o “C”, y terminar en el otro vértice
impar, “C” o “B” respectivamente.

Ejemplo ilustrativo 6

Dada la gréfica de la Figura 6.5, determinar si se puede o no
trazar de manera continua sin levantar el lapiz del papel pasando
una sola vez por cada lado.

Justifique su respuesta.
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C

Figura 6.5
RESOLUCION:
Los vértices del grafico de la Figura 6.5 presentan las siguientes
valencias:

Vértice Valencia Tipo
A 2 Par
B 2 Par
C 4 Par
Suma de valencias 8 Par

Todos los vértices tienen valencias pares

En este caso el grafico de la Figura 6.5 muestra a todos sus vértices
con valencia par pudiéndose realizar dicha grafica de un solo trazo de
manera continua sin levantar el lapiz del papel pasando una sola vez
por cada lado. Para ello se debe empezar en cualquier vértice y
terminar en el mismo, es decir, si se empieza a graficar en el vértice
“C” se debe terminar en el vértice “C”.

Ejemplo ilustrativo 7

Dada la grafica de la Figura 6.6, si se puede trazar de manera
continua sin levantar el lapiz del papel y pasando una sola vez por
cada lado.

Figura 6.6
RESOLUCION:
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Figura 6.7
En la Figura 6.7 se muestra que los vértices “A” y “B” tienen valencia
2, los demas vértices tienen valencia 4.
luego todos los vértices son pares, pudiéndose graficar sin levantar el
lapiz del papel y pasando una sola vez por cada lado.

Ejemplo ilustrativo 8

Dada la gréfica de la Figura 6.8, determinar si se puede trazar de
manera continua sin levantar el lapiz del papel y pasando una sola
vez por cada lado.

Figura 6.8
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RESOLUCION:

Figura 6.9

En la Figura 6.9 se muestra que los vértices “A” y “B” tienen valencia
impar, los demas vértices tienen valencia 4 (par)

Luego solo tiene dos vértices de valencia impar y el resto pares,
pudiéndose graficar sin levantar el 14piz del papel y pasando una sola
vez por cada lado.

Ejemplo ilustrativo 9

Dada la gréfica de la Figura 6.10, determinar si se puede trazar de
manera continua sin levantar el lapiz del papel y pasando una sola
vez por cada lado.

Figura 6.10
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RESOLUCION:

D
Figura 6.11

En la Figura 6.11 se muestra que los vértices “A”, “B”, “C” y “D” tienen
valencia impar, siendo mas de dos vértices con valencia impar
entonces no se puede graficar sin levantar el lapiz del papel y
pasando una sola vez por cada lado (no hay circuito de Euler).

12. TRAZOS DOBLES
Una grafica que no se puede trazar de manera continua sin
levantar el lapiz del papel pasando una sola vez por cada lado (no
tiene un circuito de Euler) puede tener dicho circuito con un
namero minimo de trazos adicionales a la grafica(trazos dobles).

El nUmero minimo de trazos adicionales esta dado por:
13. ND =2—1

ND: Numero minimo de trazos dobles (trazos adicionales)
I: Nomero de vértices con valencia impar

Eiemplo ilustrativo 10.- Se tiene la gréfica de la Figura 6.12

Figura 6.12

Si cada lado de los cuadrados pequefios mide 2 metros, la distancia
minima para recorrer toda la grafica de un trazo continuo sin levantar
el lapiz del papel, en metros es:
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8m

Figura 6.13

La gréafica de la Figura 6.13 presenta 8 vértices con valencia impar (1).
El nUmero minimo de trazos dobles es:

ND=1—1=2_1:3 trazos adicionales

2

Se tiene que convertir los vértices de valencia impar en par, dejando
s6lo dos vértices de valencia impar para que cumpla el requisito de
que pueda ser trazado de manera continua sin levantar el lapiz del
papel y pasando una sola vez por cada lado. Para ello unimos dos
vértices de valencia impar de longitud 2 metros pero no de manera
continua sino alternada tal que dichos vértices de valencia impar
pasen a ser par quedando como se muestra en la gréfica de la figura
6.13.

El recorrido minimo es:

= 3xXx8 + 5x4 + 2x2 + 4x1 = 52 metros

LA FIRMA DE PITAGORAS, es una figura de un solo trazo

HU A
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( Ejercicios Resueltos @

1.- La cantidad de hexagonos que hay en la siguiente figura es:

A)5
B) 6
C)7
D) 8
E)9

RESOLUCION:

By

hexagonos con:
3 digitos: {134, 456, 124, 234}= 4 hexagonos
4 digitos: {1245, 2346} = 2 hexagonos

En total son 6 hexagonos.
CLAVE”B”

2.- El nimero méaximo de tridngulos en la siguiente figura es:

A) 15

B) 26
C) 17
D) 28
E) 12
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Bl

RESOLUCION:

Tridngulos con:
1letra: {a, b, c,d, g, h,i,j} = 8 As
2 letras: {bc, cd, ab, gj, hi, ij, ce, fi} = 8 As
3 letras: {bcd, hij, aeh, hec, dfg, dfi} = 6 As
4 letras: no existe
5 letras: {abceh, dfgij, cdefg, aefhi} = 4 As

En total son 26 As
CLAVE”B”

3.- La cantidad de segmentos que hay en la siguiente figura es:

A) 55
B) 62
C) 67
D) 60
E) 52

RESOLUCION:
Sefialamos algunos puntos de la figura.
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*  En el segmento AG:
|

Aplicamos la relacion para calcular el numero de segmentos:
4(4 +1)

=10 segmentos.

En el segmento BF, es semejante al segmento AG: 10 segmentos
* En el segmento CE, 10 segmentos
* En el segmento AD:

. . . 1
Aplicamos la relacion para calcular el nUmero de segmentos: S+

6
segmentos.

* En el segmento DJ, lo mismo que en el segmento AD, 6 segmentos.
* En el segmento DI, 6 segmentos.

* En el segmento DH, 6 segmentos.

* En el segmento DG, 6 segmentos

Por lo tanto en total hay:

A B
G I:CEAD DJ DI DH DG

A T T N O T T
10 10 10 6 6 6 6 6

= 60 segmentos
CLAVE”D”
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4.- La cantidad de triangulos que hay en la siguiente figura es:

A) 38
B) 56 \\ //
C) 67 \ /
D) 48 \ /
E) 60 \ |/
RESOLUCION: \/
Sefialamos:
1\2]3/a)"
7/
[/
\\ // 5
\Va
Horizontalmente:
6x@=60triéngulos CLAVE’E”

5.- La cantidad de cuadrilateros que hay en la siguiente figura es:

A) 318
B) 556
C) 210
D) 480
E) 160

RESOLUCION:
Sefialamos:

RN~ O
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44 +1)

Horizontalmente:

2
6(6+1)

Verticalmente:

10x 21 =210 — Rpta
CLAVE “C”

6.- La cantidad de paralelepipedos que se cuentan en:

A) 240
B) 150
C) 180
D) 270
E) 160

RESOLUCION:
Identificamos m, ny p. Sus valores

m=2
n=5
1 =3
a1 2345 |1 P=
Aplicamos la formula:
N° total de paralelepipedos
~(prg) _ _
%w{;w;}wa—3x15x6—2m
.. N° total de paralelepipedos = 270
CLAVE “D”

7.- En la siguiente figura (cada paralelepipedo simple es un cubo):

a) ¢Cuantos paralelepipedos
hay?

b) ¢Cuantos cubos hay?

c) ¢Cuéantos paralelepipedos que
no son cubos hay?
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RESOLUCION:
Resolveremos primero identificando los valores de m, ny p

a) m=4;n=5 Ap=4

N° total de paralelepipedos = @ x ? x @

=10 x 15 x 10 = 1500
N° total de paralelepipedos = 1500

b) N° total de cubos=
4x5x4+(4-1)(5-1)(4-1)+(4-2)(5-2)(4—2)+(4-3)(5-3)(4-3)
=80+(3).4).3+(2).38..+(VH(@ (1) =130

N° total de cubos = 30

e) 1500 — 130 = 1370 paralelepipedos que no son cubos

8.- Gustavo Herrera, socio del club UNION LAREDO, debe recorrer
todos los pasadizos del club pasando una sola vez por cada uno de
ellos, los mismos que se muestran en la grafica adjunta. Se sabe que
Gustavo empieza por la puerta donde se sefiala su hombre. Para que
Gustavo cumpla su cometido tendrd que culminar su recorrido por la

puerta:
/E'_—D
NIE
GUSTAVO C
AW
\A;B
A) A B) B c)C
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D)D E) E
RESOLUCION:
D
C
B
Valencias de los vértices (numero de lados incidentes)
Vértices Valencia Par / Impar
G 3 Impar
A 4 Par
B 3 Impar
C 2 Par
D 2 Par
E 4 Par

Gustavo empieza del vértice G que tiene valencia impar. Para que
pueda ir por cada uno de los pasadizos pasando una sola vez por
cada uno de ellos entonces debe culminar en una salida cuya
puerta tenga un vértice impar, siendo ésta la puerta B.

CLAVE: “B”

9.- El nifio Pepito en su curso de Matematica realizé la gréfica
adjunta valiéndose de su regla y escuadras. Pepito dijo que cada
rectangulo pequefio tiene 6 m de ancho y 8 m de largo. Al término
de trazar dicha grafica se acercé a su profesor Pablito y le dijo que
haga la misma gréfica pasando por todas las lineas con un trazo
continuo. La longitud del menor recorrido que tendra que trazar el
profesor Pablito, en centimetros, es:
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A)502  B)458 C) 498 D) 455 E) 489

RESOLUCION:

Al observar la grafica se tiene que:

I: NUmero de vértices de valencia impar (non) = 14

Np: NUumero minimo de trazos dobles.
ND=1/2-1=14/2 - 1 =6 (graficados con gris)

=18m

6x3

8x4=32m

v

<

Longitud minima recorrida:
4filasx32mx + 5columnasx 18 m + 12 equis x 20 m cada
equis + 4trazos doblesenelanchox6m + 2 trazos dobles en
ellargox8m = 498 m

CLAVE “C”

10.- En la parte central del patio del colegio “Generaciéon Futura”
tiene un cuadrado de 9 m de lado, divido en 9 regiones iguales.
Durante el recreo, los estudiantes Coquito, Juanchito y Panchito se
divierten caminando por las lineas marcadas de dicha region
recorriendo una sola vez por cada lado. Si eligen al estudiante
Coquito a que recorra dichas lineas entonces la distancia minima,
en metros, que empleara es:
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A) 72 B) 78 C) 87
D) 81 E) 84
RESOLUCION:

Al observar la gréafica se tiene que:
I: Nimero de vértices de valencia impar (non) = 8
Np: Nimero minimo de trazos dobles.
ND=1/2-1=8/2 — 1 =3 (graficados con rojo)

A B

C D

Longitud minima recorrida:
(4filas + 4columnas)x9m + 3trazosdoblesx3m =
81m
CLAVE “D”

11.- Los estudiantes de Ingenieria de Materiales de la Universidad
Nacional de Trujillo (UNT) han construido una estructura metalica tal como
se muestra en la figura adjunta, cuyas dimensiones de cada rectangulo
pequefio es de 3 cm de ancho por 4 cm de largo, para su experimento
sobre cinematica en el curso de Fisica. Los estudiantes consiguieron una
hormiga, que le llamaron Mateo, para realizar su experimento que
consiste en que la hormiga recorra toda la estructura metalica pasando
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una sola vez por cada lado de manera continua empezando en el extremo
superior derecho de la figura. Si la hormiga tiene una rapidez de 2 cm/s,
el tiempo empleado, en segundos, por Mateo para que se lleve a cabo el
experimento, es:

>

A) 90 B) 68 C) 80
D) 226 E) 101
RESOLUCION:

Al observar la grafica se tiene que:

I: NUmero de vértices de valencia impar (non) = 12
Np: NUimero minimo de trazos dobles.
ND=1/2-1=12/2 - 1 =5

4x4=16cm

<

6cm

3x2

>

Longitud minima:

3filas x 16 cm + 5 columnas x 6 cm + 8 equis x 5 cm por
cada equis + 3 trazos dobles alo largo x 4 cm + 2 trazos
doblesaloanchox3cm = 136cm
Tiempo =136 cm. +2 cm. =68 s.

CLAVE “B”
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12.- Se tiene dos sélidos geométricos regulares, un octaedro y un
tetraedro de igual arista que se unen por uno de sus vértices y
forman un poliedro no convexo. Si cada arista mide 7 cm y una
hormiga las recorre en el menor tiempo posible entonces su recorrido
minimo en centimetros es:

A) 112 B) 133 C) 84
D) 98 E) 105
RESOLUCION:

Al observar la grafica se tiene que:

I: Nimero de vértices de valencia impar (non) = 4

Np: Nimero minimo de trazos dobles.

ND=I/2-1=4/2 - 1 =1

Longitud minima:

12 aristas del octaedro x 7 cm + 6 aristas del tetraedrox7cm + 1

trazo doblex 7cm = 133 cm
CLAVE “B”

13.- Un circuito Hamiltoniano o de Hamilton es un gréfico que
empieza y termina en el mismo vértice, pasando una vez por cada
vértice. Los valores de My Nen el grafico adjunto que hace que
tenga un circuito de Hamilton es:
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m vérxices

FB}- ................... °—I‘

A) N esimpary M>1
B) Nespary M>1
C) M esimpary N>1
D) M espary N>1
E) AoD

n vértices

RESOLUCION:
Si Nes par y M>1o si Mes par y N>1, hay un circuito
Hamiltoniano. La figura muestra la solucién en el caso en el que
Nes par.

ocooooozj
00 0 0 o
Eocoooo
oooooom
o E;:ooooooﬁ.ﬁ
° o o

o o
° O

L.Hooo oo DOQE

Si N=1 0 M=1, no hay circuitos y, en particular, no hay circuito
Hamiltoniano alguno. Supéngase que Ny M son

impares y que el grafo tiene un circuito Hamiltoniano. Puesto que
hay MN vértices, este circuito tiene MN lados; por lo tanto, el
circuito Hamiltoniano debe tener tantos lados “hacia arriba” como
lados “hacia abajo”, y tantos lados “hacia la derecha” como lados
“hacia la izquierda”. Por ello, un circuito Hamiltoniano debe tener
un namero par de lados. Esta contradiccion demuestra que sill y

M son impares, el grafo no tiene un circuito Hamiltoniano

Comienzo / fin
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.

CLAVE “E”

14.Un deportista desea recorrer todas las calles del barrio mostrado
imponiéndose a si mismo la condicién de pasar solo una vez por cada
calle. Si entra por la puerta A. ¢Por cudl de las otras puertas saldra al

terminar su recorrido?

RESOLUCION:

AN B
INICIO (I:INAL

Se observa que la figura presenta 2 puntos impares, sabemos
gue al empezar en uno de ellos (A), se terminara en el otro

punto impar (B).
Rpta: B
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( Ejercicios Propuestos | a@

1. En un plano se tienen “n” rectas secantes, al duplicar el numero de
ellas, el maximo nimero de puntos de intersecciones aumenta en 145.

@9

El valor de “n” es:

A) 9 B) 8 C)7
D) 10 E) 11

2. La cantidad de numerales que existe en la forma

(a+ 1)(%)@ +3)a(c—1), es:

A) 84 B) 150 C) 168
D) 210 E) 124

3. En la figura, la cantidad de paralelepipedos en total, cubos en total y
paralelepipedos que no son cubos en total, respectivamente, es:

A) 2 520: 340; 2 180
B) 2 320; 250; 2 070
C) 2 520; 120; 2 040
D) 2 320; 168; 2 120
E) 2520; 168; 2 352
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4. Dada la siguiente figura, el numero total de triAngulos que se puede
contar es:

A) 476
B) 488
C) 398
D) 496
E) 480

5. Fabrizio un turista que visité Truijillo por los juegos bolivarianos pag6é
al hotelero su hospedaje por 7 dias, con una cadena de 7 eslabones ;
el cual acept6 con la condicién que el pago lo efectuara con un eslabén
diariamente y por adelantado .

La minima cantidad de cortes que tuvo que realizar el joyero sobre la
cadena es:

A) 2 B) 5 01
D)3 E) 4

6. La empresa de transportes “ Hana Montana” ha decidido confeccionar
su logotipo que consiste en un dibujo con circunferencias y rectas ,
todas de distinto color y que al bosquejarse se ha observado como
maximo 209 puntos de corte entre todas las figuras . Si las rectas son
sé6lo dos , entonces la cantidad de colores que se emplearon fue:

A) 18 B) 17 C) 16
D) 15 E) 12

149




_mCEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

i

7. Los cuadrados se pueden contar como maximo en la figura

adjunta:
1
pey
3
4
49
50
A) 1255 B)1305 C)1270
D)1325 E)1190

8. Cada cuadrado de la cuadricula tiene 1 cm? de area. El nimero de
hexagonos de 4 cm? de area que se puede contar en total en la
siguiente figura es:

A) 86 B) 90 C) 108
D) 180 E) 118

9. De la siguiente figura, el nimero de cuadrilateros que se puede contar

en total es:
A A A

\/ \/ \Wi

150




10.

11.

12.

m\CEPUNT-ZOIS RAZONAMIENTO MATEMATICO

A) 740
B) 850
C)450
D)500
E) 640

Si formamos un numeral escribiendo consecutivamente los nimeros
naturales a partir de 12345678910111213........... , hasta que se haya
escrito 4 veces el cero; las cifras que tendré este numeral es:

A) 72
B) 64
C) 76
D) 70
E) 71

Un nifio recorre todos los lados y las dos diagonales de un parque
rectangular de 40 m de largo por 30 m de ancho a una rapidez
constante de 12 m/min. El tiempo minimo que utilizara para recorrer
dicho parque es:

A) 215
B) 25.5
C) 245
D) 22.5
E) 20.5

En un concurso de TV existe un juego; éste consiste en entrar por la
puerta “A” al laberinto mostrado, encender 13 focos y salir por la
puerta “A” en el menor tiempo posible. La unica forma de encender
un foco es pasando completamente por una puerta, pero si se vuelve
a pasar por la misma puerta el foco se apagara. Te daras cuenta que
para ganar el juego basta con evitar pasar por una puerta. Dicha
puerta es:

A)B
B) C
C)D
D)E
E)F
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13. El minimo recorrido que debe realizar la punta del lapiz para poder
dibujar la siguiente figura, esto sin levantar el lapiz del papel y
empezando en el punto A (en centimetros) es:

4 4
4 4
4 A 4
4 4

A) 234
B) 244
C) 254
D) 264
E) 247

14. La longitud minima en centimetros que debe recorrer un insecto para
por todas las lineas en la siguiente figura es:

16 cm 12cm 14 cm
5
5
A) 202 B) 226 C) 240
D) 282 E) 302

15. Una hormiga se encuentra en el vértice M del ladrillo, como se indica
en la figura. En el vértice N se encuentra la entrada de su nido que
esta debajo del ladrillo. La longitud de la trayectoria mas corta que
describe la hormiga para llegar a N es:
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! -y

=

i3

M

A) 14,87 cm
B) 15 cm

C) 19,19 cm
D) 19,21 cm
E) 21 cm o

2cm N

10cm

16. Se tiene el siguiente esquema de lineas donde esta formado por
cuadrados simples de 16 cm? de area.

Una hormiga, recorrié completamente por todas las lineas del grafico
a una velocidad de 20 cm por minuto, el menor tiempo utilizado es:

A) 9min 24 s B) 10 min C) 11 min
D) 11 min 30 E) 12 min

17. En la figura se muestran 6 puntos. La menor longitud que debe
recorrer la punta de un lapiz sin levantarla del papel, para poder
dibujar todos los triangulos rectangulos que tienen dichos puntos
como Vértices, en centimetros, es:

nA5+3.2+2.5) o
5)8(2+2.5+2.2)

0) 4(5 +2./5 ) s som
0)5(4+2.5+2.2)

E) 4(5 +2./2 + 2\5) o o
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18. Se tienen nueve rectangulos pequefios iguales de 3 metros de ancho

19.

y 4 metros de largo. La longitud minima para recorrer todas las lineas
de la grafica mostrada, en metros, es:

A) 85
B) 86
C) 84
D) 80
E) 83

Rafael es un joven quese ha propuesto cruzar un laberinto desde el
punto A hasta elpunto B, como se muestra en la figura. Podra el
joven Rafael dijo que entré al laberinto y recorrié todos los pasillos sin
pasar dos veces por el mismo pasillo.

W

Podemos afirmar que:

A) Rafael dijo la verdad y entr6 por “A”

B) Rafael no dijo la verdad ya que no se puede hacer tal cosa.

C) Rafael dijo la verdad y entré por “B”

D) Rafael no dijo la verdad porque se perdioé

E) Rafael dijo la verdad ya que lo podra hacer por cualquier
entrada.
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20. Dada la siguiente estructura metalica, la distancia minima que debe
recorrer un caracol para pasar por todas las aristas del solido
mostrado sabiendo que cada una de ellas mide 5 metros es:

A) 75
B) 85
C) 95
D) 105
E) 115

3.E 4A 5 C
8D 9.D 10.E
13.E 14.B 15 A
18.E 19.B 20.E
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SEMANA 7

ANALISIS
COMBINATORIO

OBJETIVOS:

Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:
Establecer diferencias entre principio de adicién y
multiplicacién

Discriminar una permutacién de una combinacion
en situaciones problematicas.

Resolver problemas reales, en casos de principio
de adicién, multiplicacién, permutaciones vy
combinaciones.
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MIL ANOS PAGANDO

A fines del aflo, un grupo de estudiantes y yo fuimos a un restaurante donde
acostumbrdbamos celebrar la finalizacion del curso. El mesero, viejo conocido,
nos recibid con amabilidad que siempre lo ha caracterizado y nos invitd a
sentar.

Nos demoramos un poco para ubicarnos en la mesa. Uno de los alumnos, en
broma, dijo que "como somos clientes antiguos, hoy la celebracion corre por
cuenta de Jas casa”.

El mesero, sin inmutarse, respondic: "Hoy no, pero les hago una propuesta
mejor. Siéntense en el orden que deseen. Mafiana vuelven y se sientan en otro
orden y asi todos los dias sin repetir nunca el orden anterior. Cuando hayan
agotado todas las posibilidades, pueden escoger nuestros platos mds costosos,
porque ese dia la casa invita al grupo”.

Puesto que estdbamos nueve personas, no pude dejar de sonreir frente a la
astucia del muchacho. Mis alumnos y yo tendriamos que asistir como clientes
durante 362 880 dlias, es decir, durante casi 1000 afios para que la comida nos
resulte gratis.

Veamos por qué nos va a tomar casi 1000 afios a mis alumnos y a mi ocupar
todos los drdenes posibles. Supongamos que solo hay dos personas, A y B. Por
consiguiente, sdlo pueden colocarse en dos drdenes: AB y BA.

Veamos ahora cudntos drdenes posibles hay que organizar. EI nuevo objeto (C)
puesto que son dos pares, cada uno genera tres ternas y nos resultan entonces
seis ternas de objetos. Cuando agregamos el cuarto objeto (D), tendremos 6 x
4 = 24 posiciones posibles.

Asi, con dos objetos tendremos dos posiciones (2 x 1 = 2), con tres objetos
tendremos seis posiciones (3 x 2 x 1= 6), y con cuatro objetos tendremos 24
posiciones (4 x 3 x 2 x 1= 24). Con cinco objetos , el nimero de posiciones serd
delx2x3x4x5=120.

Para nueve objetos el nimero de posiciones serd de:
Ix2x3x4x5x6x7x8x9=362880 dia, iEsto tomaria 994 afios!

Estas cuentas hacen parte de un tema conocido con el nombre de 'andlisis
combinatorio’y trata en especial de las permutaciones y combinaciones que se
generan cuando ordenamos y contamos grupos.

159




e EEFERERPRPRPRPRPRPR}R}R}R}R}R}E

--CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

N

1.-EACTORIAL DE UN NUMERO(! o L).

Se define el factorial de un nimero entero y positivo como el producto
de todos los nimeros enteros consecutivos, desde la unidad hasta el
ndmero o desde el nimero hasta la unidad inclusive.

n!: se lee “factorial de n 6 n factorial’.

n!=1x2x3x ... (N-2)x(n-1)xn VneZ®

Ejemplos :
11=1
21=1x2=2
31=1x2x3=6
41=1x2x3x4=24
Sl=riiiiiens =
Bl= i =
P4 =

Existe No existe

Jel NG Por definicion : 1!=1
5 Por convencion: 0! =1

(-5)!
3! (3)'
4! 4)"
Ejemplo llustrativo 1

Kl
Al simplificar: iﬂfﬁ ) resulta:
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RESOLUCION:
10><9><8!+9><8!_8!(10><9+9)_99
8! - 8l -

Ejemplo llustrativo 2

Sea: (x +1)!+ x1=24x + 48, el valor de “x” es:

RESOLUCION:
(x+1)x1+ x! = 24(x +2)
XI(X+14+1)=24(x+2)
xI(x+2) =24(x+2) = x!=24
x'=4! = x=4

2.-COFACTORIAL O SEMI FACTORIAL

Definamos:

|_ IX3X5XT7X....... xn (si n esimpar)
it =in = 2X4X6X8X....... xn (si n es par)

Ejm 1.

7=[7  =1x3x5x7 = 105
Luego: 7! = (7!)!

Ejm 2.

101! = | 10 = 2x4x6x8x10 = 3840

Luego: 10! = (101!
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3.-DEFINICION COMPLEMENTARIA DE COFACTORIAL

n
n! S(n
| E— n=22|_\
nl! = y nll=2 (ZJ
22 (Rl
2
vn e N impar vn N par
Ejm.
! 12
51 = 25—:_0:15
2%(2p 8

6!l = 23(3)! = 8x6 = 48

4.- NUMERO COMBINATORIO

Recibe este nombre el nimero obtenido al calcular las combinaciones
de “n” elementos tomados de “k” en “k” .

Se denota: Cl? _donde NeZ™ ; kEZO+ A N>k

n: indice superior
k: Indice inferior

n!

Se define de la siguiente manera: [C = Kl =K1t (n—k)!

4.1.- Propiedades:
a)Cl=1 =C;=1
b) C/' =n =C/ =7
oct=1=>Cy =1

¢ C =Cp,=C; =C

162




CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

0 Ci = Q_]l:cg:gcj

nChL+Cl=CM=CY+Ci=CY
9) Co+C{'+ Cy+..4Cy=2" = C{ +C/ +C} +Cf +C} = 2°
h)y C'+CJ+C{..+C=2"-1= Co+Ci+Ci+C+C2 =21
5.- PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE CONTEO
El principio bésico o fundamental de conteo se puede utilizar para
determinar los posibles resultados cuando hay dos o0 mas
caracteristicas que pueden variar, estos principios son:
5.1.- Principio de Adicién (o)
Si un evento A ocurre de m maneras diferentes y otro evento B
ocurre de n maneras diferentes, entonces A 6 B ocurrird de (m+n)

maneras diferentes.

Observaciones :

%o

*

Este principio se puede extender para mas de 2 eventos.
Ocurren sucesos independientes (o0 bien ocurre A o bien ocurre
B, nunca pueden ocurrir simultdneamente).

+ En forma practica el conectivo “0” nos indica aplicar el principio
de la adicion (+)

X3

*

Ejemplo llustrativo 3

Si Camila desea viajar de Lima al Cuzco y tiene a sus disposicion 4
lineas aéreas y tres lineas terrestres, entonces el nimero de
maneras diferentes que puede realizar el viaje, es:

A7 B) 9 C) 12
D) 16 E) 10
RESOLUCION
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Camila viajara al Cuzco por via aérea o via terrestre, nunca por
ambas lineas a la vez.

AEREA 0 TERRESTRE
4 + 3
= 7 Opciones
CLAVE “A”

5.2.- Principio de Multiplicacion (y)

Si un evento A ocurre de “m” maneras y para cada una de estas,

otro evento B ocurre de “n” maneras, entonces el evento A
seguido de B ocurre de “m x n” maneras.

Observaciones :

« En este principio la ocurrencia es una continuidad de laotra, es
decir, ocurre el evento “A” y luego ocurre el evento “B”

< Este principio se puede generalizar para mas de dos eventos.

“wy

« De forma practica el conectivo “y
principio de la multiplicacién (x)

, hos indica aplicar el

Ejemplo llustrativo 4

Si en una carrera de caballos participan 6 caballos, entonces el
namero de maneras diferentes que pueden ocupar los tres primeros

lugares, es:

A) 80 B) 90 C) 162
D) 160 E) 120

RESOLUCION

Para este lugar, lo puede ocupar cualquiera
delos 6

Para este lugar, solo habra 5
caballosdisponibles
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1° lugar 2° lugar 3° lugar
Total de maneras= 6 X 5 X 4 = 120
CLAVE “E”

PERMUTACIONES Y
COMBINACIONES

¢QUE DIFERENCIA HAY? [ —)

Normalmente usamos la palabra  “combinacién”
descuidadamente, sin pensar en la importancia del orden
de las cosas.

Analiza las siguientes situaciones:
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“Mi ensalada de frutas es una

mezcla de manzana, uva y fresa”. : v/)
Pues no importa en qué orden .- R = 4
pusimos las frutas, podria ser _—

manzana, uva y fresa ¢ fresa, uva :

y manzana, es la misma ensalada.

“La clave de la cerradura es 562”. En

esta situacion si importa el orden.

No funcionaria 265 ni 625 , tiene que
ser exactamente 5 -6 — 2.

Asi que en matemética usamos un

— lenguaje mas preciso.

v' Si el orden en el que ubican los elementos no importa, entonces
se trata de un tipo de agrupamiento denominado combinacion.

v" Si el orden en el que se ubican los elementos importa, entonces
se trata de un tipo de agrupamiento denominado permutacién.

v" Entonces lo arriba mencionado podria llamarse “cerradura de

permutacion”
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gl
6.- PERMUTACION:
Son los diferentes ordenamientos que se pueden realizar con parte o
todos los elementos de un conjunto.
Veamos como se pueden “ordenar” tres amigos en una banca.
Amigos: Romel , José , Ernesto : (R) , (J) , (E)

R | J | E J | E | R
e EENES
J I RI| E E | R | J

. Hay seis ordenamientos diferentes

v" Nos damos cuenta que en una permutacion si interesa el orden
de sus elementos

v' Se dice que si interesa el orden de sus elementos cuando .
AB # BA

v' Se dice que no interesa el orden de los elementos cuando AB
=BA

v' También podemos utilizar el principio de multiplicacion

— Para este lugar, lo puede ocupar cualquiera de
los tres

Para este lugar, solo habra dos
amigos disponible

| Para este lugar, solo un amigo disponible

“

Luego : — Donde “n” es la cantidad
total de elementos( intervienen todos en el ordenamiento).

P(n) = n!

6.1.- Permutacion lineal:
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——
Son todos los ordenamientos que se pueden realizar con
elementos diferentes en una fila o linea recta.

= | . .
P(n) = n! < Interviene la totalidad de elementos en
cada ordenamiento
n! ,
|:>kn = . <—Interviene una parte de los
(n-k)! |
Ementos en cada ordenamiento

Ejemplo llustrativo 5

El nimero de maneras diferentes que se podria ubicar en fila cinco
amigos si dos de ellos desean estar siempre juntos.

A) 64 B) 58 C) 48
D) 16 E) 12
RESOLUCION Entonces Pero internamente
s . serd una y sin separarse los
[ a bil c d e permutacion dos amigos
1S / de
-------- 4elementos

P(4) P(2)
. , 41 X 2!
Como siempre estaran
juntos serdn considerados =48

como una sola persona CLAVE “C”

Ejemplo llustrativo 6

De cuantas maneras diferentes que se pueden ubicar 6 personas en
una banca con capacidad solo para cuatro personas, si dos siempre
estaran en espera.

A) 640 B) 150 C) 480
D) 360 E) 180
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I
Pf :(66 i ) :LZO =360 Por lo tanto se pueden ubicar de 360
-4)!

maneras diferentes.

CLAVE “D”

6.2.- Permutacion circular:
Se pide ordenar en grupos de “n” elementos alrededor de una
objeto (mesa circular), en estos ordenamientos no hay ni primero
ni ultimo: para calcular el niumero de permutaciones circulares
basta con fijar la posicién de uno de ellos y los (n — 1) restantes se
podrian ordenar de (n — 1)! maneras.

PC, =(n-1)!

Ejemplo llustrativo 7
El nimero de maneras diferentes, en que cuatro amigos se podran

ubicar alrededor de una mesa circular es:

A) 4 B)5 C)8
D)3 E) 6
RESOLUCION
o PC, =(4-1)'=3!=6
o( o
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6.3.- Permutacion con elementos repetidos

Es el ordenamiento lineal cuyos elementos no son todos distintos
entre si, es decir, hay elementos que se repiten. El nimero de
permutaciones se denotara y calculara, asi:

pro__ Mt
“OP g IxQIx BI...
Donde a, 6, B, ...., son las veces que se repite un mismo

elemento en un determinado grupo

Ejemplo llustrativo 8

El nimero de maneras diferentes, que se pueden ordenar las letras
de la palabra PATATA es:

A) 40 B) 55 C) 80
D) 53 E) 60
RESOLUCION

Se observa que en la palabra PATATA hay letras que se repiten , es

decir: AAATT PEn total 6 elementos
31

| |
P, - 6! :6><5><4><3.=60
o 3Ix21x1! 3Ix21x1!

Se pueden ordenar de 60 formas diferentes y algunos de estos casos
distintos son: TATAPA, TAPATA, TTAAAP, TAAATP, AAATTP, etc.
CLAVE “E”
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7.- COMBINACIONES

Son los diferentes grupos que se pueden formar con parte o todos los
elementos de un conjunto sin considerar el orden en que son
agrupados.

7.1.- COMBINACION SIMPLE:
Son los diferentes grupos o subconjuntos que se puedan formar
con los elementos del conjunto (tomando parte o todos a la vez),

considerando que en los grupos los

elementos son diferentes El nUmero de combinaciones se denota
y calcula, asi:

) nl! Donde 0<k < n
Ck 2 —
(n—k)ixk!

Ejemplo llustrativo 9

El nimero de maneras diferentes, que se pueden seleccionar dos
alumnos de un total de cinco es:

A) 10 B) 50 C) 80
D) 70 E) 60
RESOLUCION
Ndmero |
L)
de grupos (5-2)1x2!
CLAVE “E”
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7.2.- COMBINACIONES CON REPETICION:
Son los diferentes grupos io subconjuntos que se pueden formar
con una parte o todo los elementos de un conjunto, pero
considerando que hay elementos que son iguales.
Se denota y calcula, asi:

CR"=C ™"

Ejemplo llustrativo 10

Laura organiza una reunién de despedida por un viaje al extranjero,
pero de los diez colegas hay dos que no pueden asistir juntos a la
misma reunién. La cantidad de formas diferentes que podra invitar a
seis de ellos es:

A) 128 B) 136 C) 140
D) 144 E) 155
RESOLUCION
los dos amigos no los dos amigos
. . = TOTAL DE CASOS — . .
asisten juntos asisten juntos
los dos amigos no _ clo _ 8
asisten juntos 6 4
los d i
osdosamigosno _ .. _ -0 _ 449

asisten juntos

CLAVE “C”
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Ejemplo llustrativo 11

Por navidad el coordinador de un curso va a repartir un paneton a
cada uno de sus diez colegas. La cantidad de formas diferentes que

podra comprarlos si en la tienda venden solo de 5 marcas diferentes,

es:

A) 610 B) 820 C) 720
D) 910 E) 1001

RESOLUCION

Como hay cinco marcas distintas y debe repartir a diez personas

entonces:

_14x13x12x11

CRYo = Cld = — S 3wy = 1001

Se puede hacer el reparto de 1001 maneras diferentes. CLAVE “E”

(Eierciciot Resueltos |< 2

1.- De A a B hay 6 caminos diferentes y de B a C hay 4 caminos
diferentes. El nUmero de maneras se puede hacer el viaje de Aa C
pasando por B es:

A) 24 B) 120 C) 556
D) 1576 E) 1596
RESOLUCION:

*  Paralaida:
De A — B : 6 maneras
De B — C : 4 maneras
# maneras A — C, pasando por B, son:
6x4 = 24 maneras
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¥

* Para el regreso:

De C —» B : 4 maneras

De B — A : 6 maneras
# maneras de C — A pasando por B, son:
4x6 = 24 maneras
Como se trata de un viaje redondo o sea de ida y de regreso el nimero
de maneras sera:

24 x 24 =576
CLAVE “D”

2.- El nimero de sonidos distintos que pueden producirse con ocho teclas
de piano si se tocan cuatro simultineamente es:

A) 1680 B) 1860 C) 70
D) 120 E) 720
RESOLUCION:

- No intervienen todos los elementos

- No importa el orden, ya que las teclas de piano se tocan
simultaneamente
Se trata de una combinacion

8765
43.2

70 CLAVE “C”

C:

3.-Una moneda cuyas caras estan marcadas con los numeros 2 y 3
respectivamente es tirada 5 veces. Las maneras en que se obtendra
como suma 12 son:

A) 120 B) 60 C) 130
D) 15 E) 10
RESOLUCION:

Para que la suma sea 12 los resultados deben ser: {2,2,2,3,3}
Para lo cual se aplica la PERMUTACION con repeticion:

I
ol 10

. # maneras: F>352 =— =
o 3Ix2!

CLAVE “E”
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4.- Al alumno Felipe se le encomienda escribir todos los nimeros de
tres cifras y eliminar aquellos que terminan en cero y ademas tengan
como diferencia de sus cifras de mayor orden posicional dos. La
cantidad de nimeros que le quedd a Felipe es:

A) 885 B) 880 C) 810

D) 790 E) 785

RESOLUCION:

1°) Todos los un numeros de tres cifras: a b ¢ ; 900 nimeros
9 x10x 10

2°) Numeros de tres cifras cuya diferencia de sus cifras de mayor
orden es dos y terminan en cero

a(a+2)b (a+2)ab
\J Vo \’

1 0 0 0
2 61
: 2
7 :
7
7 X 1
8 X 1
Luego: 7 +8=15 . 900-15 =885 CLAVE
“A”

5.- Con todas las vocales y las consonantes de la palabra MADERO se
forman todas las palabras con y sin sentido. El nimero de palabras que
se pueden formar con la condicién que no aparezcan dos consonantes

seguidas ni tres vocales consecutivas , es:

A) 184 B) 144 C) 108
D) 120 E) 145
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RESOLUCION:
e MADERO : tiene 3 vocales y 3 consonantes

e Vocales (V): CVCVCV 6 CvvCVC
e Consonantes (C): VCvCVC cCvcCcvcCcyv
2x(3'X3) + 2x(3' X3
TOTAL: 144
CLAVE “B”

6.- En el departamento de contabilidad de la Universidad Nacional de
Trujillo hay 25 empleados, 4 de ellos son auditores, Las maneras que
pueden formarse equipos de 3 personas con un auditor por lo menos
es:

A) 970
B) 790
C) 670
D) 908
E) 345

RESOLUCION:

El total equipos (grupos) es: C3°
El total de equipos donde no aparece ningun auditor es: Cgl, pero

incluyendo un analista por lo menos es:
C3>-C2'=970maneras 6 formas.

CLAVE “A”

7.- El nimero de maneras distintas, en que seis atletas pueden llegar a la
meta en una carrera de 500 m. planos, si a lo mas, pueden empatar
tres de ellos, es:

A) 2800 B) 3800 C) 3000
D) 3900 E) 2040
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RESOLUCION:
Tenemos tres opciones:

e Que nadie empate: P(6)=6!=720

e Que empaten dos: sz P(5) :6;5><5!:1800

e Que empaten tres : ng P@4)=

6x5x4  41—480
3x2

Por lo tanto el total de maneras diferentes es:
720 + 1800 + 480 = 3000

CLAVE “C”

( Ejercicios Propuestos %

En un torneo de ajedrez se jugaron en total 304 partidas. Si en la
primera rueda jugaron todos contra todos y en la segunda solo
jugaron la tercera parte, también todos contra todos. Entonces el
numero de participantes en dicho torneo, es:

A)10 B) 12 C) 18
D) 20 E) 24

Willy tiene 6 pantalones, 4 camisas y 5 pares de zapatos, todos de
diferente color entre si. Si la camisa celeste siempre lo usa con el
pantalén azul y éste con ninguna otra camisa, Entonces el nimero
de maneras diferentes que puede vestirse Willy es:

A) 65 B) 75 C) 80
D) 90 E) 95
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Los nimeros de cinco cifras existen tal que el producto de sus cifras
sea igual a 18 son:

A) 70 B) 90 C) 100
D) 110 E) 120

Con las letras de la palabra “* MURCIELAGO “ el nimero de
palabras diferentes (sin interesar el sentido) que se podran formar
de tal manera que esté formada por dos vocales y dos consonantes,
es:

A) 100 B) 120 C) 240
D) 12000 E) 2400

El nimero de maneras diferentes que pueden ubicarse
correctamente 2n personas alrededor de una mesa circular, de modo

que “n” de ellas siempre queden juntos, es:

A) (2n-1)! B) (n-1)! C) (2n)!
D) 2n(n-1)! E) (n!)2

Dos profesoras asisten a una capacitacion en la UNT. Si dicha
capacitacion se dictaen 4 facultades de cinco aulas cada una con 10
carpetas de dos asientos, entonces el nimero de formas diferentes
gue se pueden ubicar, si deben sentarse en la misma carpeta, es:

A) 600 B) 500 C) 250
D) 460 E) 400

De un grupo de cinco varones y cinco mujeres se van a sentar en
una banca de 10 asientos, entonces el ndmero de maneras
diferentes que podran sentarse si las personas del mismo sexo no
deben estar juntas, ademas Juan siempre tiene que estar junto y
entre Rocio y Flor, es:

A) 32 (4 B) 2! 3! 4! C) 443
D)6 x 8 x 12 E) 214 3x3*
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11.

En el CEPUNT, durante tres dias consecutivos se desarrollaran
seminarios de Aptitud académica (aulas 1; 2y 3 R.M. ;aulas 4;5y 6
R.L. yaulas 7; 8 y 9 R.V.) pues cada aula tiene 20 mobiliarios y cada
mobiliario tiene capacidad para cinco alumnos. Si Anita, Gloria y
Brenda desean escuchar en la misma carpeta y siempre juntas los
seminarios, entonces el nimero de maneras que podrian ubicarse
es:

A) 315! B) 9x6! C) 6x5!
D) 41 5 E) 6x6!

El nUmero de maneras diferentes que una persona puede ir (segun
el grafico) de A a C y regresar al punto A sin retornar por ningan
tramo camino de ida, es:

A) 144 B) 148 C) 150

D) 158 E) 2884

Si a la catedral ingresan “n” parejas de novios, acompafados de la
madre de las novias, que son hermanas, ademas encuentran “2n +1
“ asientos juntos en una misma fila, entonces el numero de maneras
diferentes que pueden sentarse con la condicién de que la madre no
se siente al medio de alguna de las parejas es:

A) 2n(2n-1)! B) n (2n)! C) 2n(2n)!
D) nt 2™ E) (n + 1)!.2n

En una urna hay 4 fichas numeradas del 0 al 3 y en otra urna hay 5
fichas numeradas del 5 al 9. Si se saca una ficha de la primera urna
y otra de la segunda urna, con los nimeros de las dos fichas se
forma un numeral de dos cifras, entonces los valores posibles de
éste numeral son:

A) 20 B) 25 C) 30
D) 35 E) 40
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Con todas las letras de la palabra “MARGARITO“, el numero de
ordenamientos diferentes que se pueden obtener, de modo que las
vocales se encuentren siempre juntas, es:

A) 4x5! B) 5x6! C) 6x7!
D) 7x5! E) 66!

Si en una reunién hay ocho personas, entonces el nimero de
maneras que se pueden ordenar 5 de ellas alrededor de una mesa,
si Toflo y Willy no pueden estar en la mesa a la vez, es:

A) 720 B) 800 C) 864
D) 900 E) 924

¢ Cuantos nimeros de cuatro cifras tienen por lo menos un nimero
impar ?

A) 500 B) 6480 C) 6500
D) 8000 E) 8500

Juan va a la tienda a comprar 7 refrescos, si la duefia de la tienda le
ofrece 4 sabores diferentes, entonces el nimero de maneras
diferentes que puede comprar los 7 refrescos es :

A) 35 B) 50 C) 70

D) 90 E) 120

El nimero de maneras diferentes que pueden sentarse “X”
personas en una fila de “m” asientos (x < m), si los “n” asientos
libres deben estar siempre juntos es:

A)(m = n)! B) (m—-n-1)! C) 2(m + n)!
D)(m-n+1)! E)2(m—-n-1)!

Si se lanza una moneda 10 veces, entonces el nUmero de maneras
diferentes que se puede obtener 5 caras y 5 sellos , es:

A)245 B) 248 C) 252
D) 235 E) 225
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Una persona comienza a numerar boletos a partir del numero 1 801
y se detiene en un numero de cuatro cifras que representa la
cantidad de digitos utilizados, entonces la suma de las cifras del
Gltimo ndmero escrito es:

A) 6 B) 8 C) 10 D) 12 E) 14

Se tiene 10 vasos descartables de un mismo tipo, si 6 de ellos estan
llenos de gaseosa y los 4 restantes con agua, entonces el nimero de
maneras diferentes que se pueden ordenar linealmente los vasos
llenos, si dos vasos conteniendo gaseosa y agua tienen que estar
siempre juntos, es:

A) 608 B) 808 C) 908
D) 1008 E) 1108

¢ Cuantos nimeros de cinco cifras existen, en el sistema notario, tal
que su producto de cifras sea par o cero?

A) 17 200 B) 32 200 C) 35 440
D) 50 440 E) 51 464
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SEMANA 8

PROBABILIDADES

OBJETIVOS:

Al

término del presente capitulo, los estudiantes

desarrollaran sus habilidades en:

1.

Resolver problemas usando las definiciones vy
propiedades de la teoria de la probabilidad

Interpretar adecuadamente las definiciones vy
propiedades de la teoria de la probabilidad y
aplicarlos en la solucién de problemas.
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LAS MATEMATICAS Y EL JUEGO

La historia de la probabilidad comienza en el siglo XVII cuando Pierre Fermat
y Blaise Pascal tratan de resolver algunos problemas relacionados con los
Juegos de azar. Aungue algunos marcan sus inicios cuando Cardano en 1520
publica El Libro de los Juegos de Azar (aungue no fue publicado hasta mds de
un siglo después, sobre 1660) y no es hasta dicha fecha que comienza a
elaborarse una teoria aceptable sobre los juegos.

Durante el siglo XVIII, debido muy
particularmente a la popularidad de
los juegos de azar, el cdlculo de
probabilidades  tuvo un  notable
desarrollo sobre Ja base de Ja
anterior definicion de probabilidad.
Destacan en 1713 el teorema de
Bernoulli y la distribucion binomial, y
en 1738 el primer caso particular
estudiado por De Moivre.

A mediados del siglo XIX, un fraile agustino austriaco, Gregor Mendel, inicid
el estudio de la herencia, la genética, con sus interesantes experimentos sobre
el cruce de plantas de diferentes caracteristicas. Su obra, La matemdtica de la
Herencia, fue una de las primeras aplicaciones importantes de la teoria de
probabilidad a las ciencias naturales. Desde los origenes la principal dificultad
para poder considerar la probabilidad como una rama de la matemdtica fue la
elaboracion de una teoria suficientemente precisa como para que fuese
aceptada como una forma de matemdtica.

A principios del siglo XX el matemdtico ruso Andrei Kolmogorov la definid de
forma axiomdtica y establecid las bases para la moderna teoria de Ja
probabilidad. Esta teoria que se inicid con las observaciones sobre un juego de
dados, termind convirtiéndose en una valiosa rama de la matemdtica.

185


http://www.estadisticaparatodos.es/bibliografias/fermat.html
http://www.estadisticaparatodos.es/bibliografias/fermat.html
http://www.estadisticaparatodos.es/bibliografias/pascal.html
http://www.estadisticaparatodos.es/bibliografias/moivre.html
http://www.estadisticaparatodos.es/bibliografias/kolmogorov.html

P!

in. CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

EXPERIMENTO ALEATORIO

Su concepto hace referencia a la representacion de un
proceso cuyo resultado o resultados dependen del
azar es decir que no pueden predecirse. El término
aleatorio indica que no se conoce con exactitud antes
de su realizacion. Por convenio lo representaremos
con la letra griega e.

Como con regularidad utilizaremos el término azar entonces es
necesario conocer su procedencia. La palabra azar proviene del
arabe al zar que significa los dados, entonces podemos concebir al
experimento aleatorio como la representacién de un proceso cuyos
resultados dependen del azar, por lo tanto estan fuera de cualquier
control determinista.

Cabe precisar que un fenémeno no deterministico (fenémeno
estocéstico) tiene resultados Unicos y/o previsibles que resultan de
experimentos realizados bajo condiciones determinadas y por lo tanto
poseen un conjunto de alternativas y esto ocurre cuando, por
ejemplo, se lanza una moneda o un dado.

En cambio un fendmeno deterministico tiene un resultado
establecido, por ejemplo la experiencia de calentar el agua a 100
grados Celsius, al nivel mar, para obtener vapor tiene un Unico
resultado previsible.

ESPACIO MUESTRAL

El espacio muestral es el conjunto de todos los resultados posibles
del experimento aleatorio y puede ser finito o infinito. También es
denominado como espacio de muestra y convencionalmente se
representa con la letra griega Q.

Para el célculo de la cantidad de elementos del espacio muestral sera
necesario que recuerdes los temas referidos a los principios de
adicion y multiplicacion y analisis combinatorio.

EVENTO O SUCESO

El evento o suceso es cualquier subconjunto del espacio muestral
asociado a un experimento aleatorio. Los eventos son, por lo tanto,
sinénimos de conjuntos.

Entonces en cada situacion particular el espacio muestral es el
conjunto universal en tanto que sus eventos son los subconjuntos,
incluyendo el conjunto vacio &, al cual se le conoce como evento
imposible.
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Para nombrarlos utilizaremos convencionalmente las letras
mayusculas de nuestro alfabeto (A, B, C,..., X, Y 0 Z).

Para el calculo de la cantidad de elementos de un evento seri
necesario que recuerdes los temas referidos a los principios de
adicién y multiplicacion y analisis combinatorio.

FUNDAMENTOS AXIOMATICOS DE LA TEORIA DE
PROBABILIDADES

Estableceremos el concepto de probabilidad de un evento de manera
indirecta, es decir, usando los siguientes axiomas:

Axioma 1.- Si A es un evento cualquiera entonces la probabilidad de
A, denotado por P(A), es un nimero real no negativo y ho mayor que
1, es decir que:

0<PA)=<1

Axioma 2.- Si A y B son dos eventos mutuamente excluyentes
entonces se concluye que:

IP(A U B) = P(A) + P(B)|

Axioma 3.- Si Q denota al espacio muestral entonces:
P(Q) =1
A partir de estos axiomas, relacionandolas con las propiedades de la

teoria de conjuntos mencionaremos algunos teoremas y corolarios
cuyas demostraciones son elementales.

Teorema 1.- Si & es el conjunto vacio entonces

Teorema 2.- Para cualquier evento A de un espacio muestral se
concluye que:

IP(A) + P(AS) =1

Teorema 3.- Para cualesquiera eventos A y B de un espacio
muestral, se verifica la igualdad:

IP(AUB) = P(A) + P(B) — P(AnB)|
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Del cual se desprende el siguiente corolario para los conjuntos
A,By C, donde el equivalente de P(AUB U C) es:

P(A) + P(B) + P(C) —P(ANB)—P(ANCO —P(BNnC +P(ANnBN(

@9

De modo general, la probabilidad de la unién de “n” eventos
cualesquiera se obtiene sumando las probabilidades de eventos
sencillos restando las intersecciones dobles, adicionandoles las
intersecciones triples, adicionando las intersecciones cuadruples,
etc., es decir, alternando los signos mas y menos en cada conjunto
de intersecciones.

Teorema 4.- Si[A € B|entonces [P(A) < P(B

Teoremab.- La probabilidad de la union de “n” eventos cualesquiera
de un espacio muestral es menor o igual que la suma de la
probabilidades sencillas.

Del cual se desprende el corolario referido a “n” eventos mutuamente

excluyentes:

P(A;UA, U ...UA,) = Z P(4)

i=1

Asimismo podemos concebir la probabilidad como la cuantificacion
del grado de incertidumbre que se obtiene al realizar un experimento
aleatorio y su valor se calcula dividiendo los cardinales del evento y
espacio muestral respectivamente.

Asi:

n(X) casos favorables
P(X) = =

n(Q) ~ casos totales

También lo puedes recordar precisando que es el cociente entre los
casos favorables (evento) y el total casos (espacio muestral).
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Ejemplo llustrativo 1

Luis dispone de dos dados de distinto color y los lanza sobre una
mesa plana. La probabilidad de obtener como producto un namero
impar al multiplicar los valores de las caras superiores es:

A) 1/3

B) 1/4

C) 2/7

D) 5/12

E) 7/18

RESOLUCION
El experimento aleatorio consiste en el lanzamiento de dos datos de
distinto color D; y D, , usaremos el siguiente cuadro para ordenar la
informacidn y luego construiremos su espacio muestral:
D, 1 2 3 4 5 6
D, 1 2 3 4 5 6

El espacio muestral estara formado por pares ordenados, asi:

O =1{(1,1); (1,2); (1,3); ...; (6,4); (6,5); (6,6)}

De donde se puede concluir por el principio de multiplicacion que la
cantidad de elementos es 36, es decir:

n(Q) =6x6=36|
Asimismo el evento que lo denotaremos por A referido a “obtener
como producto un nuamero impar’ consiste en elegir los pares
ordenados de componentes impares pues debes recordar que el
producto sera impar siempre y cuando los factores sean impares. Por
lo tanto el evento se genera cuando usamos solo impares. Asi:
D, 1 3 5
D, 1 3 5
El evento es el siguiente:
A={(1,1);(1,3); (1,5) ...;(5,1);(5,3); (5,5)}
De donde se puede concluir que la cantidad de elementos es 9, es

decir:

Finalmente aplicando el concepto de probabilidad:
PeAY = nd) 9 1
( )_n(Q)_ 36 4

CLAVE“B”
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Ejemplo ilustrativo 2:

Un jugador dispone de dos dados iguales y los lanza sobre una mesa
plana. La probabilidad de obtener como producto un namero impar al
multiplicar los valores de las caras superiores es:

A) 1/3

B) 1/4

C) 2/7

D) 5/12

E) 7/18

RESOLUCION

Comparando con la informacién del problema anterior el cambio de
“dados distintos” por “dados iguales” es una condicibn muy
importante pues el espacio muestral sera diferente ya que los pares
ordenados (1,3) y (3,1) son distintos cuando los dados son distintos y
son iguales cuando los dados son iguales. Es importante recordar
que si en un conjunto hay elementos repetidos, sélo se considera una
sola vez.

En este caso el espacio muestral lo obtendremos del cuadro:

DADO

1 [2 [3 4 |5 |6
21/\/«\/\//
oD 2 v | v v |v |V
o |3 v v | v |V
4 v | v |V
5 v | v
6 v

Y finalmente asi:

(1,1); (1,2); (1,3); (1,4); (1,5);
(1,6); (2,2); (2,3); (2,4); (2,5);
Q=11(2,6);(3,3);(34); (3,5); (3,6);
(4,4); (4,5); (4,6); (5,5); (5,6);

(6,6)

190



_“?@CEPUNT-ZOIS RAZONAMIENTO MATEMATICO

De donde se puede concluir que la cantidad de elementos es 21, es

decir:

Asimismo el evento asociado tiene como elementos:
Q ={(1,1); (1,3); (1,5); (3,3); (3,5); (5,5)}

De donde se puede concluir que la cantidad de elementos es 6, es

decir:

Finalmente aplicando el concepto de probabilidad:

A nA) 6 2
W =@ =217

CLAVE “C”

5. TIPOS DE SUCESOS Y EL CALCULO DE PROBABILIDAD

5.1 SUCESO IMPOSIBLE.-
Aquel suceso que nunca ocurre. Es decir, es el suceso igual al
conjunto vacio &.

Entonces: P(@)=0
Ejemplo llustrativo 3
¢, Cudl es la probabilidad de obtener un nimero negativo en el

lanzamiento de un dado correcto?

RESOLUCION

El espacio muestral se conforma de seis resultados posibles
diferentes y el evento no tiene elementos, es decir, es el conjunto
vacio. Por lo tanto:

0
P(negativo) = i 0

5.2 SUCESO SEGURO
Aquel suceso que siempre ocurre. Es decir, es el suceso igual
al espacio muestral(.
Entonces:
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Ejemplo llustrativo 4:

En las elecciones presidenciales de un cierto Pais se presentan
cinco candidatas. ¢Cual es la probabilidad de elegir una mujer
como presidente?

RESOLUCION

El espacio muestral se conforma de cinco elementos, que son las
posibles elecciones de cada una de ellas. El evento precisa que
debe ser mujer por lo tanto puede ser cualquiera de las postulantes.
Por lo tanto:

5
P(mujer) = T = 1

5.3 SUCESOS SIMPLES:
Son aquellos que tienen una probabilidad de ocurrencia no
relacionada con otro suceso.

5.4 SUCESOS COMPUESTOS.- Aquellos que se componen de dos
0 MAs sucesos.
Pueden ser:

a) SUCESOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES.-
Cuando dos 0 mas sucesos no suceden a la vez.

Es decir:

Por lo tanto:

[Pawum) = Pany + Py
b) SUCESOS INDEPENDIENTES.-
Dos eventos son independientes si la probabilidad de ocurrencia
de una no ve afectada por la probabilidad de la otra.

( Ejercicios Resueltos | e«@

1. La probabilidad de que Pedro anote un gol al patear es de 0,3. La
probabilidad de que anote por lo menos un gol al patear 3 penales es:
A) 0,569 B) 0,458 C) 0,657
D) 0,756 E) 0,359
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RESOLUCION

e Los eventos:
A1: Anotar un gol en el ler penal:

P(A) =2
~PA) =35

Ao y Agz: Similares en el segundo y tercer penal

P(A5s) =P :i

PR =P@) =15
o Se desea que se cumpla:

A1U AU Az
= P(A1u Aou Ag) =1—(1-P(A1) x(1-P(A2)) — (1 - P(A3))

B
313

=1-0,343
P(AjU AoU Ag) = 0,657 CLAVE “C”

2. Enuna carrera de caballos, el caballo A tiene la apuesta 3:1 a su
favor, mientras que el caballo B las tiene 4: 1 en su contra. La
probabilidad que cualquiera de estos caballos gane es:

A) 0,95 B) 0,85 C) 0,65
D) 0,75 E) N.A.
RESOLUCION

e Cuando se expresan las apuestas, aparece una relacion entre las
posibilidades a favor y encontrar de que se produzca un evento,
asi:

- “3: 1 asu favor, significa que:

Hay 3 posibilidades de ganar y 1 posibilidad de perder, en total se
mencionan 4 posibilidades, diremos que:

P(Gane A) :%; P(Gana B) :%

e Se desea que gane A 0 B, esto es AUB
= P(AUB)=P(A)+P(B)=§ + 1 = E =0,95
4 5 20
CLAVE “A”
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3. Se lanzan 3 dados simultAineamente. Sefale cuantos elementos
tendra el evento en el cual la suma de los puntajes de los tres dados
sea menor a 5.

A) 8 B) 6 C)4
D)9 E) 10
RESOLUCION

e O={(1,11)(1,12);(11,3); .....;
(6; 6; 6)}
Cada elemento es de la forma:
(a; b; c)donde a; b;c <6
e Elemento es: La suma de los puntajes es menor que 5.
e De -Q, deducimos que lo minimo que puede sumar es 3y esta
dado por (1; 1; 1)
e Para que sumen 4, se cumple que:
4 = a+b+c, las formas son:
(1;1;2);(1;2,1); (2, 1; 1)

. nA) =4 CLAVE “C”

4. De una baraja de 52 cartas, se extraen al azar 5 cartas. La
probabilidad de que 3 de ellas sean negras y las otras no es :

5.
A) 1525 B) 1725 o) 1623
5998 5988 4999
D) 1625 £) 1505
4998 4898
RESOLUCION

e De las cartas:

- 26 son negras y 26 son rojas

e Luego, elegir 5 cartas de 52 se tendré:

52
C5 = 4998 formas diferentes
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e Escoger 3 cartas negras y 2 rojas

Cge X C%G = 1625
1625

— CLAVE “D”
4998

. P[BN y"R] =

6. Luis dispone de dos dados de distinto color y los lanza sobre una
mesa plana. La probabilidad de obtener como producto un ndmero
impar al multiplicar los valores de las caras superiores es:

A) 1/3
B) 1/4
C) 217
D) 5/12
E) 7/18

RESOLUCION

El experimento aleatorio consiste en el lanzamiento de dos datos de
distinto color
D; y D, , usaremos el siguiente cuadro para ordenar la informacion y
luego construiremos su espacio muestral:

D, | 1 2 3 4 5 6
D, | 1 2 3 4 5 6

El espacio muestral estara formado por pares ordenados, asi:
Q= {(1,1); (1,2); (1,3); ...; (6,4); (6,5); (6,6)}
De donde se puede concluir por el principio de multiplicacion que la
cantidad de elementos es 36, es decir:
[n(Q) =6x6=36|

Asimismo el evento que lo denotaremos por A referido a “obtener como
producto un niumero impar” consiste en elegir los pares ordenados de
componentes impares pues debes recordar que el producto sera impar
siempre y cuando los factores sean impares. Por lo tanto el evento se
genera cuando usamos solo impares. Asi:

D, 1] 35
D, | 1 | 3|5
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El evento es el siguiente:
A ={(1,1);(13);(15)..;(5,1);(53); (55)}

De donde se puede concluir que la cantidad de elementos es 9, es

decir:

Finalmente aplicando el concepto de probabilidad:

PNIONILINE
P) = n(Q) 36 4
CLAVE“B”

7. Si se dispone de manzanas, papayas , naranjas, fresas , maracuyas,
platanos y sandias , la probabilidad que la preparar un jugo al azar se
utilice platano o maracuyé es:

A) 59/127 B) 28/127 C) 31/127
D) 96/127 E) 99/127
RESOLUCION

EL espacio muestral estd compuesto por la cantidad méaxima de
jugos:

C7+C7+C7+ +C7 2" -1 =127
n(Q)=127
Calculamos ahora la cantidad de jugos que no tiene ni platano ni

maracuya que es lo mismo que calcular la cantidad total de jugos con
las cinco frutas restantes:

C)+C,+Cl+C> +C2=2°-1=31

n(x*)=31
31 96

Finalmente : P (X)=1- —=——
127 127
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CLAVE “D”

8. Un lote de 50 tornillos contiene 2 defectuosos. Si se prueban los
tornillosuno tras otro, laprobabilidad queelultimodefectuosos se
encuentre en la tercera prueba es:

A) 6/1675 B) 4/755 C) 3/1525
D) 1/250 E) 2/1225
RESOLUCION
Total de tornillos : 50
Defectuosos (D): 2 Buenos (B) : 48
La probabilidad pedida es:
R N
Py 8, 2,1, 2 181
50 49 48 50 49 48
2x48x2x1
P (x)= x48x2x1 2

50x49x48 1225
CLAVE “E”

( Ejercicios Propuestos c@

1. De una baraja de 52 cartas se extrae una carta. La probabilidad de
obtener una carta de corazones con una valor menor que 7 0 con un
valor mayor que 10 es:

A) 3/26 B) 3/52 C) 9/1352
D) 9/52 E) 1/9

2. Se tiene una baraja de 52 cartas; la probabilidad de que al extraer
una de estas al azar, esta sea 8 o figura negra es:

A) 1/13 B) 1/2 C) 15/26
D) 1/26 E) 7/13
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Si se lanza una moneda dos veces, ¢cual es la probabilidad de
obtener dos veces cara?

A) 1/2 B) 1/4 C) 1
D) 3/4 E) 3/8

Si se lanza un dado correcto dos veces en forma sucesiva, La
probabilidad de que ambos resultados sean de puntaje 1 es:

A) 1/3 B) 5/36 C) 1/36
D) 1 E) 1/6

En el campeonato mundial de Atletismo, compiten 10 atletas en la
carrera de 500 m planos. Si un pais cuenta con 4 participantes La
probabilidad de que sus atletas obtengan sus 3 primeros lugares es:

A) 1/15 B) 3/17 C) 1/30
D) 3/21 E) 23/72

Se tiene cinco cajas que contienen cada una 100 bujias. Dos de las
cajas tienen 10 bujias defectuosas cada una, las otras dos 5 bujias
cada una y la ultima 2 bujias defectuosas. Si se selecciona al azar
una de estas cajas y de ella se toma una bujia, la cual resultd
defectuosa, La probabilidad de que la bujia provenga de la caja que
tiene el 2 % de bujias defectuosas es:

A) 8/125 B) 1/250 C) 16/125
D) 1 E) 1/16

Si se lanzan dos dados, La probabilidad de obtener una suma mayor
que 10 es:

A) 11/12 B) 2/5 C) 5/6
D) 1/12 E) 13/15
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8. Entre los estudiantes de una universidad se observa que el 8% de los
hombres y el 5% de las mujeres tienen ojos verdes. Ademas el 40%
de los estudiantes son mujeres. Si se elige al azar un estudiante y se
observa que tiene ojos verdes, La probabilidad que sea mujer es:

A) 5/17 B) 19/39 C) 10/39
D) 3/13 E) 6/13

9. Javier y cuatro amigos se ubican en una fila. La probabilidad de que
Javier quede en el centro es:

A) 1/5 B) 2/5 C) 3/10
D) 4/7 E) 3/13

10. La probabilidad de que Paolo anote un gol al patear un penal es 0,3.
La probabilidad de que anote por lo menos un gol al patear 3 penales

es:
A) 0,9 B) 0,343 C) 0,027
D) 0,27 E) 0,657

11. Una empresa quiere contratar a un empleado de los tres empleados
que se presentaron. Si los candidatos fueron Manuel, Narciso y
Pedro, de los cuales se sabe que la probabilidad de que Manuel sea
contratado es de 7 contra 5 y la de Narciso es de 1 contra 3, La
probabilidad que tiene Pedro de ocupar la vacante es:

A) 1/12 B) 1/4 C) 1/5
D) 1/10 E) 1/6
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En el CEPUNT se elige un equipo de voleibol de un grupo de 7
mujeres y 3 varones, entonces, la probabilidad de que dicho equipo
no sea mixto es:

A) 1/30 B)29/30 C) 1/6 D) 1/25 E) 1/9

Una moneda se lanza 6 veces. La probabilidad de que se obtenga
cara en los lanzamientos primero y en el Ultimo es:

A) 1/3 B) 1/4 C) 3/4 D) 2/3 E) 1/2

En un aula del Cepunt, el 70% de los estudiantes son varones,
ademas el 5% de los varones y el 3% de las mujeres postulan a
Farmacia. Si se elige al azar dos alumnos de los cuales uno de ellos
postula a farmacia, La probabilidad de que éste sea varon es:

A) 9/44 B) 9/22 C) 18/473

D) 1/20 E) N.A.

Si se tienen “X” libros de matematicas y 2 de historia, ordenados en
un estante. Entonces la probabilidad de que los libros de historia
sean separados por los “X” libros de matematicas, es:

A) 2/x+2 B) 1/(x+1) C) 2/(x+2)

D) 2/[(x+2)(x+1)] E) 2/(x+1)

Si en una empresa se recepcionaron los expedientes de 12 personas
(5 varones y 7 mujeres) para ser evaluados. Si se acepta a cuatro de
ellos, entonces la probabilidad de que el grupo aceptado se a mixto
es:

A) 3/89 B) 1/99 C) 91/99

D) 9/89 E) 4/99
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17. Si Wilson y Elmer se alinean al azar en una fila con 6 amigos mas,
entonces la probabilidad de que Wilson y Elmer no estén juntos es:

A) 2/3 B)1/3 C) 15 D)2/5 E%

18. En una urna se tienen cinco esferas azules, numeradas del 1 al 5y
seis esferas rojas numeradas del 1 al 6. Si a una persona con los
ojos vendados se le hace sacar dos esferas de esa urna, entonces, la
probabilidad de obtener una esfera azul y una roja cuya suma seas 8
es:

A)1/11  B) 8/55 C) 4/55 D)3/11 E) 1/55

19. Teniendo en cuenta el primer dia de la semana de un lunes 01 de
febrero de un afio no bisiesto. La probabilidad de que Wiston al salir
con Carmen dos dias de febrero, estos sean consecutivos es:

A)5/16 B)9/13 C)3/51  D)1/14 E)4/63

20. Sobre una mesa hay 20 tornillos, de los cuales 5 son defectuosos. La
probabilidad de que al coger al azar tres tornillos, todos sean
defectuosos es:

A) 1/4  B) 3/20 C) 3/100 D) 1/114 E) 3/5
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SEMANA 9

MAGNITUDES
PROPORCIONALES

OBJETIVOS:

Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. Encontrar y asignar formas de medir las variaciones de
magnitudes considerando un patrén de medida.

2. Observar que los valores de una magnitud esti
dependiendo de los valores de otras magnitudes

3. Resolver problemas sobre magnitudes proporcionales
usando la regla de tres simple o compuesta
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MIDIENDO LA VARIACION

Al estudiar los fendmenos gue se producen en la naturaleza, observamos que
muchos de ellos sufren variacion: la masa, la longitud, el volumen, el tiempo,
efc. .. Los cuales considerando una medida de patron puede ser medida segtin

su variacion.

Por ejemplo 25 gramos, 9 metros, 45 litros, 4
horas , 6 horas diarias, 45 metros cuadrados,
efc..

Asi también se puede considerar al nimero de

obreros, obra , eficiencia, dificultad en hacer la

obra, etc, que pueden ser medidas y sufrir
variacion,
Entonces observamos que todo aquello que sufre variacion, la cual puede ser

medida, se denomina magnitud y al resultado de dicha medida se le denomina

cantidad (valor).
Magnitudes Cantidad (valor)

Longitud 75 metros
Volumen 59 litros
Tiempo 0,25 segundos
Nimero de obreros | 12 obreros
Ndmero de h/d 8 h/d
Obra 30n?’ de zanja

Este capitulo permitird expresar la relacion entre dos o mas magnitudes

usando como medio sus medidas y te planteard una regla prdctica deominada

regla de tres.
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1. MAGNITUDES PROPORCIONALES

Asumiremos que 2 magnitudes son proporcionales cuando al variar
uno de ellos, también el otro varia en la misma proporcion.

1.1 MAGNITUDES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES (D.P.)

Dos magnitudes A y B seran directamente proporcionales cuando al
aumentar o disminuir los valores de una de ellas los valores de la
otra también aumentan o disminuyen respectivamente en la
misma proporcion. En general tenemos:

B="f(x)
Vi [T oo f(x) = ax
I
I
I
I
Yop———————= |
I I
I I
I I
i7" A I I
| I |
o | I |
1 | | A
X Xz X;
tana:ﬁ:ﬁ:ﬁ:_;ﬁzk
X1 X, Xg X;

Conclusiones: Dos magnitudes son directamente proporcionales
cuando:

El COCIENTE de cada par de valores corresponden siempre
a una misma constante.

La grafica esta contenida en una recta que pasa por el origen
del sistema de coordenadas y se ubica en el primer
cuadrante.

Si A es directamente proporcional a B, entonces B es
directamente proporcional a A.

Ejemplo ilustrativol:

En una libreria se desea comprar cuadernos del mismo tipo a S/.5
cada uno. Analizar como varia el valor del costo total cuando el niimero
de cuadernos varie.
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RESOLUCION:
] =3 %3
”’“\f”umf’a
COSTOTOTAL| 5 | 30 | 10|50 |25 | 73
N* 2 5 5
cuapervos | | | S 10

5

[(COSTOTOTAL) DP (N°de CUADERNOJ

Se observa:
5_380_10_50_25_75_;constante de proporcionalidad
1 6 2 10 5 15
(Costotota)  _ cte.
(N°decuadernoy)

OBSERVACION: observamos que si uno de ellos “aumenta” el otro
también lo hace; y en caso de “disminuir” uno de ellos también lo
haré el otro.

1.2 MAGNITUDES INVERSAMENTE PROPORCIONALES (I.P.)

Dos magnitudes M y N seran inversamente proporcionales cuando
al aumentar o disminuir los valores de una de ellas los valores de
la otra disminuyen o aumentan, respectivamente en la misma
proporcion.

Por lo tanto el producto de los valores correspondientes siempre a
una misma constante denominada constante de proporcionalidad
inversa.

En general tenemos:

MesIF.a N = M=HMN=k
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L . | | N
X1 X X3 Xi2  Xjg Xj

Y1:Xi =Y2.Xj1 =Y3Xj_p =...=¥;X =K

Ejemplo ilustrativo 2:

Juan una obra puede hacerla en 24 horas. Para ello puede utilizar 3
dias, trabajando 8 horas por dia; o en 6 dias trabajando 4 horas por dia;
etc. Es decir las magnitudes D (dias) y H (horas) son magnitudes
inversamente proporcionales.

RESOLUCION:

Magnitud | Valores
Correspondientes

Dias D:1=8 D=6 |D3=4 D4=3 ...
Horas H1=3 Ho=4 |H3=6 Hs=8 ...
Luego:
8x3=6x4 =4x6 =3x8=... =k=24

Es decir tanto las horas diarias trabajadas como los dias laborados
varian inversamente proporcionales con una constantes de proporcién
24,

1.2 PROPORCIONALIDAD COMPUESTA
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N
.I

Relacién que se establece entre mas de dos magnitudes, y que recoge
mucha de las leyes cientificas, pues presentan situaciones que
necesariamente requieren combinacién de los tipos de magnitudes
(directa o inversa).

. . . 3ad
Por ejemplo: Se tienen magnitudes A, B y C tales que \/A esD.P a

C®elPa+B.
Entonces resumiriamos asi:

3/pd
x/AC:.:/B _K
NOTA

Una de las consecuencias de la proporcionalidad entre magnitudes
resulta cuando al relacionarlas tenemos que calcular uno de los dos
valores de la magnitud incégnita, previamente conocidos los valores de
las magnitudes (puede ser una o mas magnitudes). Este proceso se
reduce a una “forma practica” que denominaremos REGLA DE TRES.
Esta a su vez puede ser SIMPLE o COMPUESTA.

REPARTO PROPORCIONAL:

El reparto proporcional es una regla que tiene por objeto repartir una
cantidad en partes, directa o inversamente proporcional a dos o mas
nameros dados.

2.1.- REPARTO SIMPLE

2.2.1 REPARTO SIMPLE DIRECTO.- Las partes deben ser
proporcionales a los numeros dados, es decir, los cocientes
respectivos deben permanecer constantes.

Ejemplo ilustrativo 3:

Repartir 600 en 3 partes que sean proporcionalesa 4,7y 9

RESOLUCION:

Sean las partes A,ByC
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Se tiene A + B + C = 600

A_B_C_y
4 7 9
Ademas:
Despejando cada una de las variables:
A =4k B =7k C =9k

Luego:4k + 7Tk + 9k =600 = k=30
Entonces las tres partes son:

A = 4(30) = 120 B = 7(30) = 210
C = 9(30) = 270
NOTA:

a) Cuando los numeros son proporcionales a fracciones, es
conveniente transformarlos a nUmeros enteros, para ello
multiplicamos por el MCM de los denominadores.

b) SiAesD.P.aBytambién es D.P. a C entonces Aes D. P. a
(B.C)

2.2.2.- REPARTO SIMPLE INVERSO.- Consiste en repartir
directamente proporcional a las inversa de los numeros dados.
Ejemplo ilustrativo 4:

Repartir 780 en tres partes que sean inversamente

Proporcionales a los nimeros: 6,9y 12

RESOLUCION:
x(MCM)
Partes I.P D.P D.P.
A 6 1/6 (1/6) (36k) =6k
780 B 9 1/9 (/9 (36k) =4k
C 12 1712 (1/12)(36k) =3k

Luego: 6k + 4k + 3k =780 = k=60

Las partes son:

A = 6(60) = 360; B = 4(60) = 240
C =3(60) = 180
Nota:

En reparto inverso, es aquel que tiene el numero proporcional
menor le toca la parte mayor y viceversa.
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2.2.- REPARTO COMPUESTO
Cuando las magnitudes en referencias son magnitudes directa e
inversamente proporcionales.

Nota:
SiAesDPconByesIPconC
entonces

1 B
AesDPconBX<E> o AesDP con C

Ejemplo ilustrativo 3:

Repartir 2225 en tres partes que sean D.P a los nimeros 3,5y 8 e
inversamente proporcionales a los numeros 4,6y 9.

RESOLUCION:
4 X
Partes D.P | IP D.P | DP
A 3 4 1/4 3(1/4) x [36K]
2225 ! B 5 6 1/6 5(1/6) x [36K]
C 8 9 1/9 8(1/9) x [36K]
A = (3/4).(36) = 27k
B = (5/6).(36) = 30k
C = (8/9).(36) = 32k

27k + 30k + 32k = 2225= k=25
A =27(25) =675 ; B=30(25) =750 ; C=32(25) =800

3. REGLA DE TRES SIMPLE

Es la operacion que se realiza para calcular uno de los términos de una
proporcién geomeétrica, siendo conocidos los otros tres términos. En
este caso intervienen solamente dos magnitudes.
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3.1.-REGLA DE TRES SIMPLE DIRECTA
Es aquella en la cual intervienen dos magnitudes que son
directamente proporcionales, cumpliéndose por lo tanto que el
cociente de sus cantidades correspondientes es constante.

DISTRIBUCION DE DATOS E INCOGNITAS

MAGNITUD “A”  MAGNITUD “B”

SUPUESTO @ ><: by

PREGUNTA @9 X

4y _a
SE CUMPLE : —= o
1

b1><82

De donde | X=

ay

i SE OPERA EN ASPA'! '

3.2.- REGLA DE TRES SIMPLE INVERSA
Es aquella en la cual intervienen dos magnitudes que son
inversamente proporcionales, cumpliéndose por lo tanto que el
producto de sus cantidades correspondientes es constante.

Mag. A Mag. B
SUPUESTO ay —> by
PREGUNTA dy — X
SE CUMPLE : a, xb, =a, x(x)
b1 Xa1
. X=
De donde : a
2

( | SE OPERA EN PARALELO!
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3.3.- REGLA DE TRES COMPUESTA
Es aquella en la cual intervienen mas de dos magnitudes.

Ejemplo ilustrativo 4:

Un grupo de 8 peones logran sembrar en 24 dias trabajando 8 horas
diarias un terreno cuadrado de 40 metros de lado.

¢, Cuantos dias tardaran 5 peones que trabajan 6 horas diarias, para
sembrar un terreno cuadrado de 50 metros de lado ?

RESOLUCION: )
METODO DE RESOLUCION(De los signos)

1°Disponemos los datos de suerte que los valores pertenecientes a una
misma magnitud estén en la misma columna.

2° Comparamos las magnitudes con la magnitud de la incégnita.

— Si son directamente proporcionales (D.P.) colocamos arriba el
signo (+) y abajo el signo (-).

— Si son inversamente proporcionales (I.P.), entonces arriba va el
signo (—) y abajo el signo (+)

~— La incognita se halla multiplicando los valores con signo (+) por el
valor asociado a la incégnita, todo dividido por el producto de los
valores con signo (—)

D.P. D.P. |IP.
(+)  (+) -)
Peones h/d area Dias
8 8 402 24
5 6 502 X
(=) (=) (+)
2500 8 8
De esto : x = 24x 1600 <65 =80
. X =80 dias
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METODO DE RESOLUCION(De las rayas)

Clasificamos las magnitudes en tres tipos:

PCAUSA:
Son los que hacen la obra y todo lo que ayuda en su realizacion

Ejemplo obreros , maquinas, animales, habilidad, esfuerzo,
rendimiento o eficiencia, etc.

P CIRCUNSTANCIA:
Son las condiciones dadas en el tiempo para acabar la obra.

Ejemplo : Dias, horas diarias, raciones diarias, etc.

PYEFECTO:
Son los que hacen la obra y todo lo que ayuda en su realizacion

Ejemplo : Dificultades, dimensiones de la obra, resistencia del medio,

etc.
Esqueméticamente tenemos :

CAUSA CIRCUSTANCIA  EFECTO

Peones dias h/d area
8 24 8 40°
5 x 6 50°

Igualamos el producto de los valores que se encuentran en la misma
linea siguiendo la direccion de la flecha.

(5)(x)(6)(40%) = (8)(24)(8)(50%)

Ejemplo ilustrativo 5:
Si un grifo dando por minutos 100 litros de agua, llena en 8 horas un

pozo; cinco grifos, dando cada uno 40 litros por minutos. Las horas en
gue llenara un pozo 6 veces al anterior?

A) 28 B) 36 C) 45
D) 24 E) 32
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RESOLUCION

Causa Circustancia Efecto

1grifo —w 100 l/min —» 8 h/d ;é: 1 pozo

5grifos — 40 I/min — xh/d 6 pozos
Donde:
X:1~100«8-6 —oa
5:40-1 CLAVE “D”
Causa x Circunstancia K
Observaciones: Efecto

= Causa x Circunstancia = Efecto

Podemos concluir que:

» Las CAUSAS son I. P. alas CIRCUNSTANCIAS

» Las CAUSAS son D. P. alos EFECTOS

» Las CIRCUNSTANCIAS son D. P. alos EFECTOS

A continuacion de manera préctica presentamos algunos casos de
magnitudes directa e inversamente proporcionales:

Magnitud 1 Magnitud 2 Relacion
# de obreros obra DP
obra tiempo DP
eficiencia # de obreros 1P
obra dificultad 1P
# de obreros dificultad DP
obra eficiencia DP
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4. APLICACION EN LOS SISTEMAS DE ENGRANAJES

a) Casol
Cuando estan en contacto (engranan).

[#d ) < (#V,) = (##dg) < (# V)|

Donde:

#d,: NUmero de dientes de A.
# Va :NUmero de vueltas de A.

b) Casoll
Cuando estan unidos por un eje comun.

S S . S

HV, =#V,

(Eiercicics Resueltos | R/

1. A varia directamente proporcional a B y C; C varia directamente

proporcional a F3 cuando A es 160, B es 5, F es 2, si B es 8 yFes
5. El valor de A es:

A) 300 B) 200 C) 600
D) 400 E) 500
RESOLUCION:

216



CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

:

A=k xBxC ....... ()
C =k, xF®
A=160 A=?
B=5 B=8
F=2 F=5
En(l) A:kleszxF
A:k><B><F3 k = A3
BxF
160 A
e 223A2=
x 2 8x5
CLAVE “D”

2. Sean a, b y c enteros positivos, donde las medias geométricas de:
ab, ac y bc son D.P. a los niumeros 3, 4 y 5 respectivamente;
encontrar el valor de la constante de proporcionalidad que hace que
los nimeros a, b y ¢ sean los menores posibles.

A) 30 B) 50 C) 70
D) 40 ] E) 60
RESOLUCION:

Il
x

3 4 5

M.C.M(9, 16, 25)=3%x2" x5°
Ademas las constantes estan elevadas al cuadrado.

N32x2* x52 —3x4x5 =[50 ]

3 El precio de impresion de un libro es directamente proporcional al
namero de paginas e inversamente proporcional al nimero de
ejemplares que se imprimen, se editaran 2000 ejemplares de un libro
de 400 péaginas y cuesta s/6,00 el ejemplar . Lo que costara editar un
ejemplar si se mandaron a imprimir 1800 libros de 360 paginas es:
A)5 B) 8 C)4
D)7 E)6

CLAVE “E”
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RESOLUCION:
Sean: P =Preciodeimpresion
N =# de paginas
E =# deejemplares
P DP N
P IP E

Entonces: % e - Q)

P 5 5
% | %

De los datos:| N 400 | 360

E 2000 | 1800

Reemplazando en (1)
6x2000 _ (x)1800
400 360

Resolviendo: x: CLAVE “E”

4 Un obrero tarda en realizar un cubo compacto de concreto de 30cm
de arista en 50 minutos. El tiempo tardaria en hacer 9 cubos cada uno
de 60cm de arista es:

A) 20h B) 15h C) 60h
D) 30h E)N.A.
RESOLUCION:

Volumen (D.P) tiempo
Volumen —k

Tiempo
Para un cubo
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& = & = x=400
50 X
Para nueve cubos:

Tiempo: 9(400)=3 600 min.

7-[60n]
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CLAVE “C”

Los precios de las casas varian directamente proporcional al area
construida e inversamente proporcional con la distancia que las
separa de Lima. Si por una casa que se encuentra a “D” kildmetros de
Lima, se paga 3500 soles . Lo que se pagara por otra que se ha
construido con el mismo material que la anterior y que su area es 1/7
de la anterior y que su distancia a Lima es el doble de la anterior es:

A) 5000
B) 2000
C) 3000
D) 1000
E) 2500

RESOLUCION:
Precio"P"
area"S"
Distancia"d"
P (I S Pidy Pod,
P=d -

o S1 Sy

P, =35000 P, =x

d; =d d,=2d
S; =78 Sy, =S
35000d _ x(2d)
7S S
Resolviendo:

CLAVE “E”
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6 Se reparte una herencia D.P a las edades de 4 personas cada uno de
ellos recibe s/.400, s/.300, s/.200 y s/.100 respectivamente. Si el
reparto se hiciera I.P a las edades lo que recibe el menor es:

A) 280 B) 320 C) 360
D) 400 E) 480
RESOLUCION:

Total de herencia.

400 + 300 + 200 +100 =1000

Las edades son proporcionales a
4;3;,2;1

Luego:
Total a repartir 2000

A IP 4 DP %x12:3K

B P 3 DP %x12:4K

C P 2 DP %le:GK

D IP 1 DP x12-12K
25K

25K=1000 - K=40

El menor recibe; | s/.480 CLAVE “E”

(7]

7 El peso “W” de un cilindro varia proporcionalmente a su altura “n” y al
cuadrado del diametro “d” de su base . La suma de los nimeros con
que se llenara los espacios en blanco de la siguiente tabla es:

W | 25 7,2
h 125]( 4 2
2 (0,6
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B) 7,20 C) 5,04
D)7.44 E) 6,80
RESOLUCION:
W | n d
25 | 2.5 Por dato: 2}:>Wah><d2
a 4 10,6 o
7.2 2 [ b
Luego: 25 = a o= 722
(2 5)(2) (4)(0,6) 2(b)
De donde:
a=3,60 b=120
a+b=| 480 |Rpta. CLAVE “A”

( Ejercicios Propuestos @

1.Sea f(x) una funcidon de proporcionalidad directa y g(x) una
funcién de proporcionalidad inversa. Si g(2)=3. El valor de
f(8).1(0,5)

A)0 B) 1 C) 2
D) 3 E) 4

2. El precio de una casa varia DP a su area e IP a la distancia hasta
Trujillo. Si una casa ubicada 75 Km al norte de Trujillo cuesta 45000
dolares . Lo que costara una casa del mismo material, de doble area
que la anterior y ubicada a 200km al sur de la primera casa es:

A) $50000
B) $52500

221




_?@CEPUNT-ZOIS RAZONAMIENTO MATEMATICO

C) $51000
D) $53400

E) $54000

3. En el bar “los negros” se promociona la venta de una gaseosa. Si en
los primeros dias se nota ciertas irregularidad, pero a partir del quinto
dia en que se vendid 24 botellas, el nimero de gaseosas fue IP a los
dias transcurridos hasta ciertos dia; de alli en adelante el nimero de
gaseosas vendidos fue DP a los dias transcurridos hasta el dia 54 en
que se vendieron 45 gaseosas; entonces el dia en que se vendio la
menor cantidad de gaseosas fue:

A) 10 B) 12 C) 16
D) 18 E) 27

4. Si “m” obreros pueden hacer un trabajo en “m” dias, entonces los dias

menos que se podra hacer dicho trabajo, si el nimero de obreros se
incrementa en un 20% es:

Ay B) 2m¢ c) Sm
D) M4 E) M,

5. Se desea comprar 42 camisas con S/. 3200; pero esta suma no cubre
el costo, por lo que se devuelve 4 camisas y el vendedor devolvié tanto
como faltaba para cubrir el valor de las 42 camisas el precio de cada
camisa es:

A) 80 B) 82 C) 85
D) 90 E) 92

6.Se prevee que 2/M chompas pueden ser tejidas por MA tejedoras en

'V% dias, pero si al iniciar el trabajo se retiran el 25% de las tejedoras,

entonces las restantes pueden hacer la mitad del trabajo previsto en :

M 5M M
A) —dias B) ——dias — dias
9 12 S
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¥

D) — dias E) M dias
8 9

7.Una compafila posee 3 maquinas de 84% de rendimiento para
producir 1600 envases cada 6 horas diarias de trabajo, si se desea
producir 3000 envases en 4 dias trabajando 7 horas diarias.Las
maquinas de 90% de rendimiento que se requiere son:

A) 3 B) 6 C)8 D) 10 E)9
8. Si2=2=Z=2 'y AB+CD = 2500. Elvalorde?Z, es:
A) 12 B) 9 C)5 D) 3 E) 18

9. Se reparte 5200 soles entre 3 personas, en forma directamente
proporcional a los nimeros: m, m 2y m 3 (“m” es un numero natural).
Si el menor recibe 400 soles la cantidad que recibe el mayor, es: (en
soles)
A) 1200 B) 1900 C) 2400 D) 3600 E) 1250

10. Se sabe que: “M” es D.P.con N5y C e I.P.ConBy -/E. Siel
doble de “C” se cuadriplica y “B” se duplica. Lo que pasa con “M” es:
A. Se reduce a su tercera parte
B. Se reduce a su mitad
C. Permanece constante
D. Se triplica
E. Se cuadruplica

11. Carlos es el triple de rapido que José y José es el doble de rapido que
Tito. Si juntos hacen una obra en 18 dias, el tiempo que le tomaria a
Carlos realizar el trabajo solo es:

A) 12 B) 14 C) 16 D) 22 E) 27

12. Suponiendo que el precio de los terrenos varia D.P. a su area e I.P. a
la distancia que lo separa de una cuidad A. En estas condiciones un
terreno de forma cuadrada que se encuentra a 180 km al sur de esta
cuidad esta valorizado en s/. 5 000. El precio que tendria un terreno
de forma cuadrada cuyo lado sea la tercera parte del anterior y se
encuentra a 100 km de esta ciudad es:
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A) 1000
B) 1200
C) 1300
D) 1900
E) 1350

13. Si un grupo de 45 pintores pueden pintar un muro de 270 m? en 8

14.

15.

16.

dias trabajando 6 horas diarias. Entonces el nimero de dias que
necesitan otro grupo de 40 pintores doblemente eficientes que los

anteriores para pintar un muro de triple dificultad de 200 m?,
trabajando una hora menos por dia, es:

A9 B)10 C)11 D)12 E)13

Si 8 agricultores trabajando 10 horas diarias durante 5 dias pueden
arar un terreno cuadrado de 40m de lado. Entonces el ndmero de
agricultores de doble rendimiento seran necesarios para que en 6
dias, trabajando 8 horas diarias puedan arar otro terreno también
cuadrado de 48 m de lado, es:

A) 6 B)7 ©C)9 D)11 E)8

2 7
Si a cada término de la razén 7 , se le disminuye g de la razdn, se
. . X
obtiene la raz6n % El valor de “X”, es:

A)8 B)16 C)48 D)88 E)24

Un grupo de 30 obreros se comprometen a hacer una obra en 58 dias
trabajando 10 horas diarias, diez dias después de iniciado la obra se
pidi6 que la obra quedara terminada “x” dias antes del plazo
estipulado para lo cual se aumentaron diez obreros mas y todos
trabajaron 12 horas diarias. Si terminaron la obra en el nuevo plazo

(1]

estipulado, entonces el valor de “x”, es:

A) 17 B) 18 C)19 D)20 E) 45
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Una cuadrilla de 15 obreros con un rendimiento del 80% cada uno,
trabajando 11 dias a razdn de 8 horas diarias han hecho 2/5 de una
obra; luego se retiran 5 obreros y son reemplazados por 3 obreros de
un rendimiento del 100%. Si trabajan todos a razén de 9 horas diarias,
entonces el nimero de dias que utilizaron para hacer lo que faltaba de
la obra, es:

A) 10 B) 12 C) 14
D) 16 E) 17
Se sabe que el tiempo de duracion de un artefacto es D.P. con el

cuadrado de la energia que consume. Cuando un artefacto consume
2 unidades de energia, su tiempo de duracion es 12 meses; por lo
tanto cuando dura 48 meses, la cantidad de energia que consume, es:

A) 1
B) 3
C) 4
D)5
E) 6

Un canguro persigue a un conejo que le lleva 90 saltos de ventaja.
Sabiendo que el canguro da 7 saltos mientras que el conejo da 6
saltos y que 4 del conejo equivale a 3 del canguro. Entonces , el
numero de saltos que el canguro tendra que hacer para alcanzar al
conejo es:

A) 198 B)189 C)172 D)180  E)N.A.
Si tres hombres trabajando 8 horas diarias han hecho 80 metros de
una obra en 10 dias, el nUmero de dias que necesitaran 5 hombres

trabajando 6 horas diarias para hacer 60 metros de la misma obra, es:

A) 4 B)5 C)6 D) 7 E)8
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3.B 4B 5 A
8.C 9.D 10.E
13.D 14A 15.B
18.C 19B 20.C
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SEMANA 10

TANTO POR CUANTO

OBJETIVOS:
Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. . Resolver situaciones probleméticas sobre tanto por
cuanto y tanto por ciento usando definiciones y

técnicas operativas apropiadas.

Resolver situaciones problematicas comerciales
referidas al aumento o el descuento sucesivo o
relaciéon de dos o mas magnitudes.

Calcular el aumento o disminucién porcentual que
sufren las figuras geométricas segun la variacion de
las medidas de sus elementos.
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MATEMATICA COMERCIAL

En nuestra vida cotidiana muy a menudo escuchamos o realizamos operaciones
sobre tanto por cuanto en diversas
formas. Las actividades comerciales, la
fijacion de precios, las ofertas, los
descuentos, efc.

Hoy en dia nos brindan Jlos centros
comerciales, para atraer mds clientes y
consumidores asi por ejemplo por cada
50 naranjas nos dan 8 de ellas o
porcada 100 naranjas dan 16 de ellas.

Por otro lado cada dia escuchamos los reportes de las encuestadoras que la
aprobacion del presidente Kuczynski ha bajado 6% con respecto al mes
anterior , o en la ciudad de Trujillo

Vetos e TOTAL ¢ 328 . . .
37 y 1] % la delincuencia se ha incrementado

s en un 8% con respecto al aho
25 ,3 % anterior, etfc.

El tanto por cuanto que es una
variacion del tanto por cuanto tiene

23 ,'7% diversas aplicaciones. En nuestro

medio, es una  herramienta
q 5]% indispensable para las ciencias, la
?

cual nos ayuda a  solucionar
problemas y predecir sucesos.
Se puede mencionar a la matemdtica financiera, estadistica, administracion
entre otros.

Tal es asi que en este capitulo, se dard mayor énfasis a problemas con
aplicaciones comerciales, precios fijos, descuentos sucesivos, ganancias,
pérdidas eftc.
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i

1.- TANTO POR CUANTO
Si una cantidad se divide en “b” partes iguales y se toman “a” partes se

dice que estamos tomando el “a” por “b” de dicha cantidad, es decir:
“a” por *b”de N = 2y
b

Ejemplo ilustrativo 1
El 8 por 15 de 135 es:

A) 28 B) 36 C) 45
D) 64 E) 72
RESOLUCION

%(135) =72 CLAVE “E”

2.- TANTO POR CIENTO
Es el nimero de partes que se toma de cada 100.
Gréficamente:

l—) Total = 1 = 100 partes %

%%% ........ 1|

|——) “a” partes H

“a” partes por cada 100 partes = %

a” partes cada ciento de partes =%

- ) a
a  por ciento = —
=

100
%
1
%=—
100
a%:i
100
Ejemplos:
x 200 =22 * 35 0 = S0
100 100
* 730 =12 * 2B _ 489
100 100
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RECUERDA
Ela % de N =)
100

Ejemplo ilustrativo 2:
El 28% de 500 es:

A) 128 B) 140 C) 104
D) 164 E) 146
RESOLUCION

20% (500) = 140 CLAVE “B”

Ejemplo ilustrativo 3:

Si el 8% de cierta cantidad es 4000, entonces dicha cantidad es:

A) 80000 B) 40000 C) 70000
D) 50000 E) 60000
RESOLUCION

_ 100 —g(4000) = 50000 CLAVE “D”

Ejemplo ilustrativo 4:

Si 140 es un porcentaje de 500, entonces dicho porcentaje es:

A) 28% B) 40% C) 38%
D) 52% E) 16%
RESOLUCION

140 140 400) - 204 CLAVE “A”
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Cuando tengamos que hacer descuentos sucesivos, recordemos que
el primer descuento se aplica ala cantidad inicial, y a partir del segundo
descuento , éstos se aplican a la cantidad que ha quedado del

descuento anterior.

Ejemplo ilustrativo 5:

El descuento Unico al que equivalente dos descuentos sucesivos del

10 % y 20 % es:

A) 28% B) 40% C) 38%
D) 52% E) 16%
RESOLUCION
ler Método
1° Descuento 2° Descuen to
10% 20%

II’]:CIO 10%(100) queclja 20%(90) f|r|1a|
Q@@ W B @D

100% 72%

l descuento _
Unico = 28%

(se resta)

2do. Método
Cantidad Inicial = 100 %

Descuento | Queda
ler. 10 % 90 %_1

2do. 20 % 80 %77

Cantidad final = 80 % (90 %)

80
— (90 %°)=72%
100 pagué

=100%-72% =28 %

Cantidad final =
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——
3er Método (por formula)

100

D, -D
Du{(DHDZ)— L 2}%

Du : Descuento Unico
D1 : Descuentos sucesivos

. Du= {(10+20)-%}% =28 %
CLAVE “A”

4.- AUMENTOS SUCESIVOS
De manera andloga tambien se hace cuando se trata de aumentos
sucesivos. El primer tanto por ciento de aumento se aplica a la
cantidad inicial; el segundo aumento se aplica a lo que ha resultado
luego del primer aumento, el tercer aumento se aplica a lo que ha
resultado del segundo aumento y asi sucesivamente.
Ejemplo ilustrativo 6:
Se proponen dos aumentos sucesivos de 10% y 30%. El aumento
Unico equivale a:

A) 84% B) 43% C) 56%
D) 28% E) 64%
RESOLUCION

El 2° aumento se aplica sobre lo que quedé al hacer el 1er aumento
ler Método (Suposicion adecuada)

1° Descuento 2° Descuen to
10% 30%
e Ve S
Nicio 1005(100) . 30%(90)  fina
T T T
a0 Gy ® @
100% 143%

aumento _ ,qq
Unico =43%

(se resta)

2 do Método
Cantidad Inicial = 100 %
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Ll
~ 4

Aumento | Queda

ler. 10 % 110 %
2do. 30 % 130 %_—l |

Cantidad final = 110 % (130 %)

Cantidad final =22 (130 %) =143%
100 ——

pagué

. Adnico = 143 % - 100 % = 43 %

3er Método (por fomula)

— A+ A
AU - |:(A1 + A2)+%} %

Au = Aumento Unico
A1 ; A2 : Aumentos sucesivos

s A ={(1o+30)7%} % =43 %

Si son mas de 2 descuentos se aplica la férmula de 2 en 2

CLAVE “B”

5.-VARIACIONES PORCENTUALES

En las variaciones porcentuales sélo se analiza las cantidades que
varian; mas no a las cantidades fijas.

Ejemplo ilustrativo 7:

Si el lado de un cuadrado aumenta en 30 %. El porcentaje que
aumenta su area es:

A) 69% B) 56% C) 26%
D) 48% E) 34%
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RESOLUCION
ler Método (suposicion adecuada)

Consiste en dar valores adecuados de tal manera que la magnitud
cuya variacién se quiere analizar sea 100 asi:

Asumamos que el lado cuadrado sea 10 (este valor tiene 30 % y
ademas hace que el &rea sea como 100)

Inicio Final
(sin variacion) (con variacion)

10 13
Aumenta 30% [\
13

10

Area =10 2 =00 Area=13 3 =469
100% 169%

s

..El &rea aumenta: 69%

2do Método
INICIO FINAL
IjadO =130 % L
Lado = L Area = (130 % L)?
-2
Area=1L = % (130 % L2) = 169 % L2

.. Aument6 en 69 %

CLAVE “A”

235



CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

Ejemplo ilustrativo 8:
Si se aumenta el largo de un triangulo en 25 %. El porcentaje que
debe disminuir el ancho para que el area no varie es:

A) 10% B) 30% C) 60%
D) 40% E) 20%
RESOLUCION
INICIO FINAL
b =20 b =125% (20) = 25

h =100 h =80
A = 2000 A = 2000 (no varia)

De donde:
25h=2000 = h =80
.. El'ancho disminuye: 100 — 80 = 20%

CLAVE “E”

6.- APLICACIONES COMERCIALES

Supdngase que un comerciante compra un articulo en 100 soles; estos
100 soles es el llamado precio de compra o precio de costo (Pc); para
venderlo aumenta dicho precio en 60 soles, fijando asi el precio inicial
de venta en 160 soles, llamado también precio fijado o precio de lista
(Pv)

Al momento de vender (como siempre sucede) hace un descuento de
20 soles al precio de lista; vendiendo de esta manera en 140 soles
gue constituye recién el precio de venta del articulo (Pv) y asi el
comerciante obtiene una ganancia (G) de 40 soles respecto a su
inversion: (Pc)

Esquematizando:
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ﬁ’ 1
aumento = 60

N
L L ]
I T 1

P. =100 P, =140 P. =160
\ 2K /
Ganancia = 40 descuento = 20
De donde:
Py=P.+G P. = P, + Descuento

Si el comerciante por alguna razén vende el producto a 90 soles,
entonces tendria una perdida (P) de 10 soles.

I |
P, =90 p.=100 > | Pv=Pc-P
N

Pérdida = 10

Ademas al adquirir el producto el ocasiona un gasto de 5 soles,
entonces la ganancia neta (Gn) seria 35 soles y los 40 soles iniciales
constituiria la ganancia bruta (Gs).

Ganancia Neta Gastos
/ 35 \ / 5 N

P, = 100 40 P, = 100

Ganancia Bruta

‘ Gg = Gn + Gastos

Nota:

e La ganancia o pérdida se expresa como un porcentaje del precio de
costo, salvo que se diga otra cosa

e La rebaja o descuento se expresa como un porcentaje del precio de
lista
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————————————————————
Ejemplo ilustrativo 9:

Se vende una camisa en s/. 80 ganando el 25 % del costo. Su costo
fue:

A) 100 B) 70 C) 60
D) 55 E) 64

RESOLUCION

Datos: Pv=Pc+G

Pv =80 80 =Pc + 25 % Pc
G=25%Pc 80=FPc

. P.= 64

CLAVE “E”
Ejemplo ilustrativo 10:

Al vender un objeto se gané el 25 % del precio de costo. El porcentaje
del precio de venta que se gano es:

A) 10% B) 30% C) 60%
D) 40% E) 20%

RESOLUCION

Sea: Pc = 100, entonces:

G =25 % (100) = 25

Pero:

Py+Pc+G=Py=100+25=125

Ahora ¢,qué porcentaje de Py = 125 es G = 25?
LX% (125)=25=>x=20%

Por férmula:

v : % de ganancia del Py

¢ : % de ganancia del Pc 1 1 1
v C

100
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Aqui: ¢ =25 % ; v =7?; Luego:
1 1 1 1 1 1

-_—— [—— —_—— — —

v 25 100 v 100 25

S v=20%

CLAVE “E”

7.- MEZCLAS PORCENTUALES

Comunmente se realizan mezclas que contiene alcohol y agua, sin
embargo se puede utilizar esta regla para otros componentes o
sustancias, teniendo en cuenta lo siguiente: A la concentracion,
también se le identifica como pureza, que puede ser expresada en
grados ( x° <> x%) . Por tanto lapuerza de la mezcla nos indica qué
tanto por ciento representa el volumen de la sustancia pura respecto al
volumen total.

Ejemplo ilustrativo 11:
Una mezcla de alcohol contiene 48 litros de alcohol y 32 litros de agua.
La concentracion de la mezcla es:

A) 10% B) 30% C) 60%
D) 40% E) 20%
RESOLUCION

Concentracion es el porcentaje de alcohol que hay en la mezcla.

alcohol
ion = ——— X 100%
concentracion ot 0

.. Concentraciéon = % x 100 % = 60 %

CLAVE “C”
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Ejemplo ilustrativo 12:
Una mezcla de alcohol contiene 48 litros de alcohol y 32 litros de agua.
La concentracion de la mezcla es:

A) 24 B) 30 C) 56
D) 45 E) 28
RESOLUCION

"x" litros de Agua

50%
(40+x)

(Inicio)
Del ultimo gréfico:
50 % (mezcla final) = alcohol puro
50 % (40+x) = 32

De donde: | X = 24 litros CLAVE “A”

Ejemplo ilustrativo 13:

Se mezcla 40 litros de alcohol al 60 % con 80 litros de alcohol al 30 %.
La concentracion final de la mezcla es:

A) 10% B) 30% C) 60%
D) 40% E) 20%
RESOLUCION

Alcohol
24+2£:48

- 120
Agua
16+56=72

-.concentracion (mezcla final)= 48 x100%=40 %
120
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LOS MINISTROS RECORRIENDO EL LABORATORIO DE
BIOFARMACIA.

(Eiercicics Resueltos | AN

1. Un articulo se vendié en 120 soles. Se gané el 20 % del costo, mas el
15 % de venta. Lo que costo producir dicho articulo es:

A) 80 B) 75 C) 90
D) 100 E) 85
RESOLUCION

P, =P, +Ganancia |

120 = Pc + 20 % Pc + 15 % (120)
120 = 120 % P + 18

102 =12 p,
100

.. Pc=85 CLAVE “E”
2. El sueldo de un docente se le hace un primer aumento del 30 % en
Enero y en el mes de Junio un aumento del 10 % sobre el sueldo de
Mayo. ¢ Qué porcentaje del sueldo del afio anterior recibir4 en Agosto?

A) 130 % B) 110 % C) 134 %
D) 143 % E) 140 %
RESOLUCION
Aumentos: Energ - Junio
30% 10%

. En Agosto: 130 % (110 %) = 143 %
CLAVE “D”
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3. A una asamblea de padres de familia asisten 240 personas de las
cuales, las madres representan el 70 % de los asistentes. Si deseamos
que el nimero de varones represente el 40 % del total de asistentes.
Las parejas que deben de llegar a esta asamblea son:

A) 110 B) 120 C) 130
D) 136 E) 140
RESOLUCION
Madres = 70 %(240) =168
Total =240 \p,gres = 30 9% (240) = 72

“y”

Si llegan “x” parejas se tiene:
N° Madres =138 + x
N° Padres =72 + X
Dato:

N° Padres = 40 % (Nuevo total)

72 + x =22 (240 + 2x)
100

}Nuevo total = 240 + 2x

Sox=120

CLAVE “B”
. Se tiene “n” camisas que cuestan s/. “p” cada una, si se venden un
quinto al doble del precio de costo y el resto se vende con un 20 % por
encima del precio de costo. la ganancia en % es:

A) 24 % B) 30 % C) 36 %
D) 32 % E) 40 %
RESOLUCION

Costo inicial: np =100 % np

1ra. venta 2da. venta
—
. n 4n
Costo final = E(Zp) + ?(120%p)

Costo final = [@Jr@} np = 136 % np

Ganancia =136 % - 100 % = 36 %
CLAVE “C”
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5. Un comerciante vende 2 articulos a s/. 2970 cada uno. En el primero
gana el 10 % y en el segundo pierde el 10 %. Luego lo que ocurre es:

A) gana s/. 60 B) pierde s/. 60 C) ganas/. 30
D) s/. pierde s/. 30 E) no gana ni pierde

RESOLUCION

Luego:

Costo total: 2700 + 3300 = 6000 (=)
Venta total: 2970 + 2970 = 5940 |
Pierde = s/. 60

CLAVE “B”

6. Una casaca se rebaja en 10 % y 20% sucesivamente. El tanto por
ciento que debe incrementarse el precio rebajado para que el nuevo
precio sea 8 % mas que el precio original es:

A) 30 % B) 255 C) 50 %
D) 15 % E) 40 %
ler Articulo 2do Articulo
(Gana el 10 %) (Pierde el 10 %)
[Py =P+ Garence |
2970 = Pc + 10 % Pc 2970 = Pc — 10 % Pc
2970 =110 % P. 2970 =90 % Pc
Pc = 2700 Pc = 3300
RESOLUCION

Precio de la casaca: 100 (suposicidn)

1° rebaja: 10 % = Queda: 90 % (100) = 90

2° rebaja: 20 % = Queda: 80 (%i (90) =72
precio rebajado —

Nuevo precio: 100 + 8 % (100) = 108
De 72 a 108 debe incrementar en 36
L a% (72)=36 >a=50%
CLAVE “C”

243




CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

8.- Un lote de licuadoras se vende asi: el 20 % ganando el 20 % de su
precio d costo; la mitad el resto ganando el 40 % de su precio de costo.
Finalmente, se vende el resto con una pérdida del 25 %. Si en la venta
total se gano 125 soles. Lo que costo6 todo el lote de licuadoras es:

A) s/.1000 B) s/. 1250 C) s/. 1300
D) s/. 1450 E) s/. 1500
RESOLUCION

Sea el costo: 100 x
20% 40 % 40 %

| 20x | 40x | 40x |
4 &

Gano : 20% Gano :40% Pierdo :25%
&ano . U7
ax 16x 10x

Luego: 4x + 16X — 10x =125 = x = %

. Costo del lote: 100 [%j = s/. 1250 CLAVE “B”

9.- El radio de un cono se incrementa en 10 %. EIl tanto por ciento que
varia su volumen:

A) 11 % B) 15 % C)17 %
D) 21 % E) 25 %
RESOLUCION
2
V= “F; h  para el problema: V = R?h
Inicio Final

R =10 R =110 % (10)

h = 1 = 11

V =100 h=1

V=121
.. Aumenta: 121% — 100% = 21 %

CLAVE “D”
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10.- Se tiene dos toneles con alcohol de diferente concentracion. Uno
contiene 40 litros y el otro 60 litros. La cantidad que se debe
intercambiar para que ambos resulten con la misma concentracion es:

A) 12 B) 24 C) 30

D) 100 E) 20

RESOLUCION P ——
ey ey,

Alcohol Alcohol

Aéﬁa Aéﬁa
A =40 B =60
Intercambio = AB
A+B
-, Intercambio = —260) _ 2400 _ 5 i
40 +60 100
CLAVE “B”
( Ejercicios Propuestos | &
1. EI 25 % de 280 es el 40 % mas de que un numero es:
A) 20 B) 50 C) 100
D) 150 E) 70
2. ¢Qué porcentaje de “A” es “B”;si 30 % A =50 % B?
A) 33% B) 45 % C) 50 %

D) 60 % E) 52%
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3. Tres descuentos sucesivos del 50 %; 70 % y 20% equivalen al
descuento Unico de:

A) 88 % B) 84 % C) 94 %
D) 90 % E) 78 %

. Si el precio de un producto se rebaja en un 80 %. El porcentaje que
hay que aumentar el nuevo precio para volver al original es:

A) 160 % B) 16 % C) 80 %
D) 400 % E) 200 %

. Nancy vendié un libro ganando el 20 % del precio de venta y el 10 %
del precio de costo. Si lo vendié en s/. 748. El costo es:

A) 544 B) 468 C) 642
D) 500 E) 512.

. Si gastara el 30 % del dinero que tengo y ganara el 20 % de lo que me
quedaria perderia 256 soles. Si gastaria el 60 % de lo que no gastaria,
entonces lo que me quedaria es:

A) 1000
B) 1500
C) 1200
D) 1300
E) 1100

. Un comerciante vendié una méaquina ganando el 60 % del precio de
venta si hubiera vendido ganando el 60 % del costo, hubiera perdido s/.
11 3400. La maquina costo:

A) 31 500 B) 32 500 C) 20 160
D) 31 700 E) 12 600

. Se tiene 2 litros de solucion de agua y alcohol al 20 % de alcohol. Si se
agrega 1 litro de alcohol. El porcentaje de alcohol de la nueva mezcla
es:

A) 46,7 % B) 45 % C) 45,5 %
D) 45,7 % E) 40 %
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9. De un depdsito de 2000 litros de vino se saca el 20 % y se reemplaza
por agua. Si esta operacién se repite por 2 veces mas. El vino que
habra al final es:

A) 1064 B) 1056 C) 1000
D) 1024 E) 1500

10.El porcentaje del area del cuadrado que representa la region
sombreada es:

) )
{ {
A) 30 % B) 25 % C) 20 %
D) 35 % E) 10 %

11.- Se vendieron dos televisores a 300 cada uno. En uno se gané el 25
% y en el otro se perdi6 el 25 %. Lo que se gand o se perdi6 en la
venta de los dos televisores fue:

A) 40 soles B) 55 soles C) 20 soles

D) 75 soles E) 100 soles

12.- Se compra un articulo en s/. 160. El precio que debe fijarse para su
venta al publico para que haciendo un descuento del 20 % todavia se

esté ganando el 25 % del costoes:

A) 640 B) 560 C) 100
D) 120 E) 250

13.- El porcentaje del area del rectangulo que representa el area

sombreada es:
A) 50 B) 25 C) 37,5

D) 43,75 E) 31,25
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14.- Del total de conferencista, el 60% son mujeres. De ellas el 30%
disertan por primera vez; mientras que de los varones, el 50% lo hace
por primera. El porcentaje de los conferencistas que disertan por
primera vez es:

A) 38 % B) 42 % C) 30 %
D) 45 % E) 35 %

15.- El 40% del 50% de “x” es el 30% de “y” ; Qué porcentaje de (2x +
7y) es (x +y)?

A) 25 % B) 12,5 % C) 20 %
D) 10 % E) 22,5 %

16.- Una tela al lavarse se encoge el 10% en el ancho y 20% en el largo.
Si se sabe que la tela tiene 2 metros de ancho. La longitud que debe
comprarse, si se necesitan 36 metros cuadrados de tela después de
lavada es:

A) 28 B) 34 C) 25
D) 50 E) 75

17.- Tu tienes 25% menos de lo que yo tengo. Si yo tuviera el 20% mas de
lo que tengo y tu tuvieras 20% menos de lo que tienes, lo que tu
tendrias serias/.48 menos de lo que yo tendria. El dinero que tienes tu
es:

A) S/.120 B) S/.60 C) S/.190
D) S/.90 E) S/.150

18.-Un recipiente estalleno de una mezcla de alcohol y agua al 60%. Si se
extrae la mitad de la mezcla y se reemplaza por agua y luego se extrae
la mitad de la nueva mezcla y se reemplaza por agua . La
concentracion final de la mezcla es:

A) 45 % B) 60 % C) 65 %
D) 80 % E) 15 %
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19.- En una fiesta de jovenes el 60% de los asistentes son hombres y el
resto mujeres. Luego llegan 40 muchachos cada uno con dos chicas
y de esta manera todos estdn en pareja, El nimero de mujeres
inicialmente fue:

A) 20 B) 40 C) 80
D) 120 E) 60

20.- Si el 84% de “N” es igual al 1/55 de (N — 120), el porcentaje
de N que representa 192 es:

A) 35% B) 32% C) 16%
D) 48% E) 52 %

3.A 4D 5 A
8A 9D 10.C
13.E 14A 15 A
18E 19.C 20.B
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SEMANA 11

PLANTEO DE
ECUACIONES

OBJETIVOS:

Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. Plantear correctamente situaciones

probleméticas e identificar las variables, es decir
transformar el lenguaje comdn al lenguaje
matematico.

2. Resolver situaciones probleméticas sobre
ecuaciones de primer y segundo grado,
exponenciales y logaritmicas.

3. Resolver las ecuaciones y los sistemas de
ecuaciones, aplicando correctamente los
algoritmos adecuados: Algoritmo de Gauss,
Método de eliminacion, etc.
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DIOFANTO Y LA ECUACION

Desde el siglo XVII aC los matemdticos de Mesopotdmia y de Babilonia ya
sabian resolver ecuaciones.
: En el siglo XVI aC. los egipcios desarrollaron un

R dlgebra muy elemental que usaron para resolver
’\ Aqui yacen los restos de Diofanto.

e problemas cotidianos. Ya para entonces tenian el

hdumd‘n!asu vida.

'método de la falsa posicion”. No tenian notacion

o o e B

o . simbdlica pero utilizaron el jeroglifico hau (que

Hobio transcurrido odemas une duedéci-
ma parte de su vida cuando se cubeid de
vello su borba. )

b A partir de ahi, lo séptima pel u
existencio transcurrid

guiere decir monton o pila) para designar la

en un
~

‘ ol Qn‘:xlmkmc ﬁm /’/7C0’g n /'fa'
Este cntregs su existencia o 18 Herra ha-
drsleetle o Los matemdticos griegos no tuvieron problemas
Diofanto descendid o ko ..pam“h‘-uw
do sobrevivido cuatro #u bijo- . .
« S ek Spkaraotes vt con Jas ecuaciones lineales y, exceptuando a

Diophante (250 dC), no se dedicaron mucho al
dlgebra, pues su preocupacion era mayor por la geometria.
Sobre la vida de Diophante aparece en los siglos V o VI un epigrama algebraico
que constituye una ecuacién lineal y dice:
"Transednte, ésta es la tumba de Diophante: es é/ quien con esta sorprendente
distribucion te dice el nimero de afios que vivid. Su juventud ocupd su sexta
parte, después durante la doceava parte su mejilla se cubrid con el primer
vello. Pasd aun una séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco
afios después, tuvo un precioso nifio que, una vez alcanzada la mitad de la edad
de su padre, perecid de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que
sobrevivirle, llordndole durante cuatro afios. De todo esto, deduce su edad”
El planteamiento de las ecuaciones en matemdticas responde a la necesidad de

expresar simbdlicamente los problemas y los pensamientos.
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PLANTEO DE ECUACIONES

Uno de los motivos mas interesantes de las matematicas, consiste en el
arte de interpretar (traducir) un problema en el lenguaje literal (vernaculo)
a un lenguaje matematico, con ayuda de simbolos, variables y
operaciones fundamentales. Este motivo se denomina “Arte de plantear
ecuaciones”.

Para resolver un problema relativo a numeros o cantidades desconocidas
se debe expresar una informacion escrita en idioma normal, en el
simplificado idioma de las proposiciones matematicas, las cuales nos
permiten operar con mas comodidad y rapidez que otros procedimientos.
Esto implica realizar una especie de traduccién de situaciones de la vida
real, al simbolismo matematico, tarea que constituye el argumento mas
Gtil en todo el proceso de solucion.

En lineas generales, plantear una ecuacion consiste en traducir un
lenguaje verbal a uno matematico usando simbologia matematica.

Forma Verbal Forma Simbilica

[ Enunciado ] | Tr&duccinn> [ Lenguaje Malcmaticu]

A continuaciéon presentamos un listado de frases tipicas que suelen
aparecer en los problemas, y a un costado su respectiva traduccion
mateméatica usando siempre la menor cantidad de incognitas:

e El resultado de sumarun nimeroa7 = 7+ X
e La suma de algun nimeroy 13 = x+13
e El resultado de restar a 18 algiin nimero=>18 — x
e Dos veces la suma de un nimeroy 5 = 2(x+5)

e Tres menos de dos veces un nimero = 2x — 3

e Tres menos dos veces un nimero = 3 — 2x
¢ La suma de dos nimeros consecutivos mas 3 equivale a
x+@x+1)+3

exesaycomo3esab :>§=§ 6 (x =3k A y=4k)

e AexcedeaBen4 = A=x+4 A B=x
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¢ Una vez mas significa el doble del nimero = 2x
¢ Dos veces mas equivale al triple del nimero = 3x

Notese que cada vez que nos hemos referido a un nimero o algun
namero, en la traduccion matematica, ésta se ha representado por una
letrax,y o0 z.

Ahora, cuando tengas que traducir una frase a una ecuacion, debes
determinar el significado de cada parte y asimismo tendras que reconocer
qué es lo que vas a reemplazar por una variable.

Ejemplos:
Un nimero, aumentado en 5 da como suma 23
H_J a\ ~ Jq ~ ) 2\_Y_’
n + 5 = 23
S/.6 menos que el costo de un sombrerg es S/. 17
-6 X
= X—6=17

Procedimiento para resolver problemas

La experiencia nos permite proponer que lo esencial para resolver un
problema planteando ecuaciones, consiste en la habilidad para seguir
cada uno de los siguientes pasos:

1) Representacién de las cantidades desconocidas o incognitas por
variables (x, Y, z, ... etc.).

2) Planteo de las ecuaciones que relacionan a las incégnitas con los
datos del problema.

3) Solucidon de las ecuaciones planteadas; esto es, determinar los
valores de las variables.

4) Prueba o verificacion de los valores obtenidos para ver si cumplen las
condiciones del problema.

No estd demas afirmar que las etapas de representacién y planteo,

requieren la mayor concentracion posible, pues al realizarlas

correctamente se asegura una solucién del problema.

Es por eso que a estas etapas les daremos mayor énfasis en los ejemplos
gue presentamos a continuacion:
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1. Traducir a su respectiva expresién matematica.
a) Eltriple, de un nimero aumentando en 8

b)

c)

d)

e)

f)

9)

h)

i) La suma de cuatro impares consecutivos equivale al doble del
mayor, mas 6.
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El doble, del cuadrado de un niumero disminuido en 6 equivale al
exceso de 105 sobre el maximo numero de dos cifras.

Ejemplo ilustrativo 1:

El cuadrado de un nimero, disminuido en 9 equivale a 8 veces el
exceso del niumero sobre 2. Luego el menor nimero que satisface la
ecuacion es:

A) 2 B) 4 C)1

D) 6 E)8

Resolucion:

Sea “N” el nUmero buscado e interpretando la informacion, tenemos:
N2-9=8(N-2)

N2-9=8N-16

N2-8N+7=0

(N-7) (N-1) =0

N-7=0 6 N-1=0

N=7 N=1 CLAVE “C”

Ejemplo ilustrativo 2:

El exceso de 8 veces un nimero sobre 60 equivale al exceso de 60
sobre 7 veces el nimero. Dicho numero es:

A) 2 B) 3 C)7
D) 6 ] E) 8
RESOLUCION

Sea “N” el numero.
Del primer péarrafo obtenemos:

8N - 60
Del segundo parrafo obtenemos:

60— 7N
Las cuales son equivalentes
. 8N-60=60-7N

15N =120

N=8 CLAVE “E”
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( Ejercicios Resueltos é

1.-Compré el cuadruple del nimero de caballos que vacas, si hubiera
comprado 5 caballos mas y 5 vacas mas, el nimero de caballos seria 2

veces mayor que el ndmero de vacas. El nimero de caballos que
compré es:

A) 50 B) 40 C) 80
D) 70 E) 100

Resoluciéon

Del primer parrafo encontramos:

Caballos: 4x

Vacas : X

Del segundo péarrafo obtenemos:
Caballos: 4x + 5
Vacas: X +5

Caballos seria 2 veces mayor que vacas

W
3

4x + 5 = 3(x+5)
4x+5=3x+ 15
x =10
=caballos comprados son:
4(10) =40
CLAVE “B”

2.-En cada dia, de lunes a jueves, gané $6 méas que lo que gané el dia
anterior. Si el jueves gané el cuadruplo de lo que gané el lunes,
¢,Cuéanto gané el miércoles?

A) 20 B) 18 C) 36
D) 45 E) 60
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RESOLUCION

De la informacién obtenemos que:
Lunes : X D
Martes : X+6
Miércoles X+12
Jueves . Xx+18 —

Ademas lo del jueves es el cuadruple del lunes; Es decir:
X+ 18 = 4x
3x =18
X=6
El miércoles gané: 6 + 12 = S/. 18 CLAVE “B”

3.-El largo de una sala excede a su ancho en 4 m. Si cada dimension
aumentara 4 m, el area aumentaria al doble. Las dimensiones de la
sala son:
A) 20y 24m.
B) 10y 14 m.
C)6y10m.
D)8y 12 m.
E) 18y 22 m.

RESOLUCION

Haciendo el esquema de una sala, para la primera condicion, tenemos:

X+ 4
Ar=X (X +4)

Si las dimensiones aumentaran en 4 m tendriamos:

X+4
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Ax=(x+4)(x+8)
Del dato tenemos que: Az = 2A1

=>(X+4)(x+8)=2x(x+4)
X+ 8=2x
x=8
-.dimensiones 8 my 12 m.

CLAVE “D”

4.- Una mecandgrafa escribe 85 palabras por minuto. Empieza su trabajo
a las 8:00 am; y 40 minutos después, empieza otra mecandgrafa que
escribe 102 palabras por minuto.

La hora en que ambas mecandégrafas habran escrito el mismo niimero
de palabras fue:

A) 2 pm. B) 10 am. C) 6 pm.
D) 8 pm. E) 12pm.
RESOLUCION

La 1° mecandgrafa escribe 85 palabras por minuto, entonces:
en x minutos escribird: 85x
La 2° mecanografa escribe 102 palabras por minutos, y empieza 40
min después, entonces:
en (x-40) min escribira: 102 (x-40)
Como las mecandgrafas han escrito el mismo numero de palabras:
102 (x-40) = 85x
102x — 4080 = 85x
17x = 4080
X =240 min (4 horas)
=hora8 am. +4h =12 pm
CLAVE “E”

En un aula los alumnos estan agrupados en bancas de 6 alumnos por
banca. Si se les coloca en bancas de 4 alumnos por banca se
necesitarian 3 bancas mas. Los alumnos que hay en el aula son:

ol
-I

A) 22 B) 16 C) 42
D) 36 E) 12
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RESOLUCION

Sea N el nimero de alumnos en el aula y “x” el nimero de bancas.
Al agruparlos de 6 en 6 tenemos:

N = 6x
Al agruparlos de 4 en 4 tenemos:
N = 4(x+3)

Como son iguales entonces
6x = 4x+12
2x =12
X=6
Finalmente N = 6.6 = 36 alumnos
CLAVE “D”

Con 950 ladrillos se han hecho tres muros. En el primero entran una
tercera parte més que el segundo, y en este la cuarta parte de los que
entran en el tercero. Los ladrillos que se emplearon en el segundo
muro fueron:

A) 212 B) 150 C) 140
D) 360 E) 120
RESOLUCION

Si la cantidad de ladrillos en el segundo muro consideramos como 3X,
entonces la tercera parte serd x; por lo tanto:

Segundo muro: 3x

Primer muro: 3x+ x = 4x

Los ladrillos del segundo muro son la cuarta parte de los del tercer
muro; esto quiere decir también que lo que hay en el tercero es el
cuédruple de lo que hay en el segundo; es decir:

4(3x) = 12x.

Gréaficamente

12x
4x 3x

1° 20 3°
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Sumando todos los ladrillos debemos tener 950.

4x + 3X + 12x = 950
19x = 950
x =50
Primer muro: 200
Segundo muro 1150
Tercer muro : 600

CLAVE “B”

7.- Se tiene tres numeros tales que el segundo es 4/5 del primero, el
tercero es ¥ del segundo y el producto de los tres numeros es 3840. El

menor es:

A) 12
B) 15
C) 14
D) 36
E) 12

RESOLUCION

Sea N1, N2 y N3 los tres nUmeros

4 N, 4
N,=— N,=> —2="
5 N, 5
3 N 3
N,== N,=> ==
4 N, 4
De esta proporcionalidad obtenemos que:
N2 = 4K
N1 = 5k
N3 = 3K

El producto es 3840
= (5K) (4K) (3K) = 3840
60K?3 = 3840
K3 =64
K=4

el menores N3 =3 (4) =12

CLAVE “A”
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8.- Se reparte 3000 soles entre 4 personas de tal manera que a la primera

le corresponda 400 soles mas que a la segunda; a ésta, 4/5 de lo que
le corresponde a la tercera; y ésta 100 soles mas de lo que le
corresponde a la cuarta. ¢ Cuanto recibi6 la segunda persona?

A) 400 B) 500 C) 600
D) 300 E) 200
RESOLUCION

Al repartir los S/. 3000 entre 4 personas y empezando el andlisis entre
la 292 y 3¢a persona, luego entre la 1¢2y la 292y finalmente entre la 32
y la 4% tendremos

P1 =4k + 400
P2 =4K
3000« P3=5K

P4 =5k — 100

= 4k+400+4k+5k+5k—100 = 3000

18k = 2700
k =150

.. La segunda persona recibid:

4(150) = S/. 600 CLAVE “C”

9.-De un tonel de 140 litros se extrae tanto como 4 veces no se extrae, de

lo que queda se extrae tanto como no se extrae. ¢ Cuanto queda en el
tonel?

A) 14 B) 25 C) 40
D) 32 E) 28
RESOLUCION

Graficando un tonel e interpretando la primera condicién, tenemos:

4x + x = 140
4% 5x =140
X =28

X

= Ha quedado 28 litros
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Graficando en un tonel lo que a quedado a lo nuevo que no se
extrae, tenemos:

y

y+y=28
y =>y=14
.. Queda en el tonel 14 litros.

CLAVE “A”

10.- El le dice a Ella: “Yo tengo el triple de la edad que tu tenias
cuando yo tenia la edad que tu tienes”. Los afos de ambos, si sus
edades suman 50 afios son:

A) 36y 14 B) 30y 20 C)35y15
D) 40y 10 E) 32y 18
RESOLUCION

Empleando un cuadro para 2 personajes, en dos tiempos, tenemos:

PASADO PRESENTE

EL Y 3X

ELLA X Y

Aplicando diferencia de edades, en el pasado y el presente, y
teniendo en cuenta que no varia, tenemos:
y—-x =3x—-y
y+y=x+3x
2y = 4x
y =2X

Del dato, que sus edades actuales suman 50 afos:
3x+y =50
3x +2x =50
x =10
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.. El tiene 3x = 3(10) = 30 afios

Ella tiene y; es decir: 20 afios
CLAVE “B”

( Ejercicios Propuestos @

1. Una fabrica contrata a un obrero con la siguiente condicion: por cada

dia que trabaje le pagaran S/. 15 y por cada dia que no trabaje le
descontaran S/. 20 si luego de 30 dias, el obrero sélo recibié S/. 170.
Los dias que trabajo son:

A) 8 B) 22 C) 23

D) 12 E) 24

En una familia se cuentan varios nifios y nifias. Alguien les pregunta
¢ Cuantos son? y la nifia mayor contesta que tiene tantos hermanos
como dos veces el nimero de hermanas; pero el nifio mayor dice que
sus hermanos exceden a sus hermanas en 1. El total de nifios es:

A) 10 B) 9 C)8
D)7 E) 11

Tres amigos A, B y C juegan 3 apuestas entre si, con la condicién de
que el que pierda duplique el dinero de los demds, si cada uno pierde
una apuesta en el orden mencionado y al final terminan con S/. 80
cada uno inicialmente tenian:

A) S/. 100, S/. 20 y S/. 120
B) S/. 120, S/. 70y S/. 50
C) S/. 180, S/. 20 y S/. 40
D) S/. 130, S/. 30 y S/. 80
E) S/. 130, S/. 70y S/. 40

Con todos los alumnos de un salén se puede formar un triangulo
equilatero compacto. Si aumentaramos 66 alumnos entonces se
podria formar con todos los alumnos un cuadrado compacto, en cuyo
lado el nimero de alumnos es el mismo que hay en el lado del
triangulo anteriormente mencionado. El nimero de alumnos que
conforman el salén es:
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A) 70 B) 72 C) 76
D) 78 E) 82

5. A una fiesta asistieron 20 personas. Maria bailé con 7 muchachos,
Olga con 8, Ana con 9 y asi sucesivamente hasta llegar a Nina que
bail6 con todos ellos. Los muchachos que habian en la fiestafueron:

A) 12 B) 13 C) 15
D) 18 E) 21

6. Un dia Juanito sali6 de compras con sus cuatro amigas, gasté en
pasajes de ida S/. 10, con la mitad del resto compro dos regalos para
Isabel y Marlene; para Juana le comprd un regalo de S/. 80, con la
mitad del nuevo resto y S/. 40 méas, compré una cartera para Rocio;
cuando él quiso comprarse un libro observé que le faltaba dinero por
lo cual Isabel le prest6é duplicandole el dinero que le habia quedado,
entonces se compré un libro de S/. 50 y se quedé solamente con S/.
10, para el pasaje de vuelta. El dinero de Juanito es.

A) SI. 400 B) S/. 410 C) S/. 420
D) SI. 450 E) S/. 460

7. Luis observo en cierto afio del presente siglo, que el cuadrado de su
edad era igual al afio de su nacimiento, y que la edad de su primo
Pedro era igual a la suma de las cifras del afio en que él habia
cumplido 20 afios. La edad que tendra Pedro cuando Luis cumpla los

60 afios es:
A) 36 afos B) 35 afios C) 37 afios
D) 38 afios E) 39 afios

8. Unos gemelos y unos trillizos tienen edades que suman en total 150
afios. Si se intercambian las edades de los gemelos con los trillizos,
el total seria de 120 afios. Los afios quetiene cada uno de los trillizos

son:
A) 50 B) 32 C) 46
D) 44 E) 42
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9. Estando reunidos el dia de ayer, 20 alumnos procedieron a sumar los
afios de nacimiento de cada uno y por otro lado se sumé las edades
también de cada uno, dando como resultado global 39916. El numero
de alumnos que todavia no cumplieron afios en el presente es: (afio
actual: 1996)

A4 B)5 C)3
D) 2 E)6

10. Para los premios de un concurso infantil se necesitaba comprar
juguetes de dos precios distintos. Los precios eran S/. 4y S/. 5, pero
debia comprarse la mayor cantidad posible de juguetes. La cantidad
de nifios que serian premiados, si se debia gastar 131 soles y cada
nifio recibié un juguete es:

A) 30 B) 31 C) 32
D) 43 E) 35

11. Hace tantos afios como la cuarta parte de los afios que tengo,
nuestras edades sumaban 42 afios y dentro de tantos afios, como la
tercera parte de los afios que tienen nuestras edades sumaran 74
afios La edad que tengo es:

A) 20 B) 30 C) 24
D) 28 E) 22

12. Yo tengo 2 veces mas de las edad que tu tuviste, cuando yo tuve una
vez mas de la edad que tuviste, cuando yo tuve 3 veces menos la
edad que tengo. La edad que tendras cuando yo tenga el doble de la
edad que tuviste hace 5 afios. Si huestras edades suman 34 afios es.

A) 18 afos B) 16 afios C) 20 afios
D) 22 afios E) 26 afios

13. Yo tengo el doble de la edad que tu tenias cuando el tenia la mitad
de la edad que tienes y cuando el tenga la edad que tengo, yo tendré
el triple de lo que él tenia cuando tu tenias lo que ya te dije y tu
tendras el doble de la edad que tenias hace 7 afios. La suma de tu
edad y la mia es:

A) 44 B) 41 C) 40
D) 43 E) 42
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14. Si hubieran pasado 3 veces los afios que han pasado, me faltaria la
tercera parte de los afios que supongo que pasaron,para duplicar la
edad que tengo, y la suma de esta supuesta edad actual con mi edad
actual real seria 80 afios. ¢, Qué edad tengo?

A) 30 B) 50 C) 36
D) 45 E) 27

15. Dos moviles parten de un mismo punto, uno se aleja en direccion
norte con rapidez constante de 20 m/s y el otro en direccion este con
rapidez constante de 15 m/s. ¢ En qué tiempo estaran separados 36

km?
A) 18 min B) 24 min C) 36 min
D) 20 min E) 28 min

16. El lobo feroz observa a Caperucita desde una distancia “d” que
separa a ambos, luego empieza a perseguirla hasta alcanzarle,
después que Caperucita a recorrido una distancia que excede en 15
m a lo que los separaba al comienzo. Si sus rapideces son 6m/s y
4m/s respectivamente. Hallar la distancia que recorri6 el lobo feroz.

A) 20 m B)30m C)55m
D) 45 m E) 50 m

17. Un motociclista y un patinador se desplazan en linea recta, en la
misma direccién y rapideces constantes de 20 m/s y 5 m/s
respectivamente. Si inicialmente estan separados 50 m, ademas el
tiempo transcurrido hasta que el més veloz se encuentre a 25 m més
adelante con respecto al otro es “t” seg. ¢ A qué rapidez debe viajar el
motociclista si quiere recorrer todo el tramo analizado en (t-1) seg?

A) 30 m/s B) 18 m/s C) 17 m/s
D) 32 m/s E) 25 m/s
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Un campanario sefiala las horas con igual nimero de campanadas.
Si para indicar las 5:00 am, demora 6 segundos. ¢ Cuanto demorara
para indicar las 12:00?

A)15s B)12s C)33/2s
D)14s E)16s

Las edades de tres jovenes estan en progresién aritmética creciente
cuya suma es 39, si la suma de sus cuadrados es 515, la edad del
menor es:

A) 11 B) 13 C) 15
D) 17 E) 19

Dados tres nimeros enteros consecutivos, la tercera parte del menor
menos 10 es mayor que 14, la cuarta parte del mayor mas 10 es
menor que 29. La suma de las cifras del nUmero menor es:

A) 12 B) 10 C) 18
D) 11 E) 15

Un comerciante Huaranchalino ha comprado dos cajones de chifles en
4800 soles conteniendo cada uno 150 paquetes de chifles. El primer
cajon le ha costado 600 soles mas que el segundo. El comerciante ha
hecho después una venta de 70 paquetes del primer cajéon y 30 del
segundo, cobrando por todo 2000 soles. La ganancia, en soles, en
esta venta es:

A) 250 B) 270 C) 280
D) 300 E) 320

Don Jorge tiene una soga de 10 m de longitud y la corta en dos
partes. Con una de ellas forma un cuadrado y con la otra forma un
circulo. Si las areas de las figuras formadas son minimas entonces el
perimetro del cuadrado, en metros, es:

A) 20 B) 10 C) 30
4+ 45+07'r 4+1
D) 40 E) X

4+ 4+
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SEMANA 12

RAZONAMIENTO MATEMATICO

PLANTEAMIENTO DE
INECUACIONES

OBJETIVOS

Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1.

Identificar y plantear las inecuaciones que se
forman en los diversos problemas que se
planteen.

Aplicar las propiedades de las
desigualdades para resolver las
inecuaciones planteadas.

Resolver situaciones problematicas
aplicando propiedades de las inecuaciones.
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LA MATEMATICA DE LA APROXIMACION

Una de Jas obras mds antiguas de la Matemdtica que se conocen fue elaborada
en Egipto, hace unos 3 600 afios. Alli surgid el dlgebra, una ciencia que mezcla
los niimeros con las letras siendo una de sus variantes las inecuaciones.

El primero en usar simbolos para indicar desigualdades, "menor gue” y "mayor
que” fue el matemdtico inglés Thomas Harriot.

E/ significado de las inecuaciones es parecido al de las ecuaciones sin embargo
ocurre que son menos concretas pues las soluciones de una inecuacion (del
grado que sean) no van a ser ni una, ni dos, ni tres, pueden incluso ser infinitas.
Por ejemplo: "Una mesa mide 140 centimetros. La mido con la palma de mi mano
y con seis palmos me quedo corto” cqué se puede saber de la longitud de mi
mano? Evidentemente con estos datos no se puede saber cudnto mide mi mano
pero lo que si se puede saber es que esta longitud tiene que ser menos que
140/6 =23.30 cm (simplemente pensando que seis veces mi mano es mds corto
gue los 140 cm de Ja mesa). Este problema se puede plantear como /a
inecuacion de primer grado: 6x < 140 es decir x<140/6 obteniéndose que x <
23.30 cm.

Los matemdticos suelen usar inecuaciones para aproximarse a cantidades cuyas
formulas exactas no pueden ser fdcilmente computadas.

Una de las principales aplicaciones de las inecuaciones es la referida a
problemas de decision y de optimizacion al tratar de programar una situacion
con la finalidad de maximizar los beneficios/ganancias o minimizar los costos
de produccion.
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1.- DESIGUALDAD

Es toda relacion que se establece entre dos numeros reales y que
sefiala que tienen diferente valor.

Axiomas de orden: Sean a, b y c tres cantidades reales entonces:

- (Al) Axioma de tricotomia : Una solamente una de las
siguientes relaciones se verifica:

a<b o a=b o a>b
- (A2) Axioma de transitividad o adicion:

a. Sia<b—=a+c<b+c

b. sia>b=>a+c>b+c
Consideremos los siguientes casos:

. Si —6<4 entonces —6+3<4+3 es decir
-3<7

i Si 2>-5 entonces2—-9>—-5-9 es decir
-7>-14

- (A3) Axioma de multiplicacion:
a. Sia<b—=ac<bc, Vvc>0
b. Sia<b=ac>bc, Vc<0

Consideremos los siguientes casos:
i. Si —3<7 entonces (—3)5)<4(5) es decir
-15<20
i. Si —6<4 entonces (—6)—2)>(4)—2) es decir
12>-8

2.- PROPIEDADES RELATIVAS A DESIGUALDADES:
- Paratodo nimeroreal a, a®> >0
Consideremos los siguientes casos:

i. Si 0 <6 < W entonces 0 <36 <w?
i Si W=0 entonces w? =0
i, Si W< —7 <0 entonces 0 < 49 < w?
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- Silos nimeros reales a, b tienen el mismo signo entonces:
1 1
a Si0l<a<b=>->->0
a b

b. Si a<b<0:>0>l>E
a b

Consideremos los siguientes casos:
1 1
. SiO<W<3entonces—>§>0

w

i Si —4 <w< 0 entonces 0>i>£

-4 w

_ -1 1
esdecir 0> —>—
4 w

- Dadoelnimeroreal b>0y a?>b ,

- secumpleque a>-b 6 a<—/b
Consideremos el siguiente caso:
Si w? >8 entonces wW> /8 6w<—/8

es decir w>2-/2 6 w<-2./2

- Dadoelnimeroreal b>0ya®<b
- ,secumple que — \/B <acx xﬁ
Consideremos el siguiente caso:
Si w? <5 entonces —-/5<w< /5

- Dada la siguiente desigualdad: 0 <a<b<c

- entonces a® <b” <c?
Consideremos el siguiente caso:
Ssi0<2<w<9

entonces (2)f <w? <(9)f = 4<w? <81

- Dada la siguiente desigualdad: a<b<c<0
- entonces c* <b®*<a’
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Consideremos el siguiente caso:
Si—-6<w<-2<0

entonces (— 2)2 <w < (— 6)2 =4<w <36

- Dadas las desigualdades: a<0<cya<b<c
- entonces 0<h? < Méximo{az;cz}
Consideremos los siguientes casos:
. Si —5<w< 3 entonces

0<wW < Méximo{(— 5 (3) }: 25
i, Si —4<w<7 entonces
0w < Méximo{(— 4 (7f }: 49
- Media geométrica < Media aritmética

1
- SiaeR"entonces a+—2=>2
a

1
- SiaeR entonces a+ —<-2
a

Ejemplo ilustrativo 1
Indica con verdad (V) o falso (F) cada proposicion:

a Va,beR—{O},a<b:>£>E
a b

b. Va,beR,a>0/\—b>0:>i>é

c. Va,beR,a<b=a?<b?

d. Va,beR,a>O/\—b>O:>b(b—a)>O

e. VabeR,a<b=a®<b?

A) FVFVF B) VFVFF C) VFVFV
D) VFVFF E) FVFFV
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———————————————
RESOLUCION

a.

Proposicién falsa
Se da un contraejemplo a la afirmacién dada. Si —3 <4 entonces

1 1
- < J—
-3 4
Proposicién verdadera

Como a>0:>l>0y—b>O:>b<O:>0>ésetieneque
a

1

1
>
a b

Proposicién falsa

2 2
Dando un contragjemplo. Si —7 <2 entonces (2) < (- 7) es
decir 4 <49

Proposicién verdadera

cComo -b>0=b<0 y O0<a se tiene que
b<0<a=Db-a<0.Deloanterior, b(b —a)>0

Proposicién verdadera
, 101 1Y’ ’
Dando un contraejemplo. Si E<§ entonces E > —| es

decir — > —
8 27

Por tanto, FVFVV

CLAVE “C”
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Ejemplo ilustrativo 2
N
Sean X, X, X3n X, €27 tal que X,X,X,..X, =1 entonces el

menor valor de X, + X, + X3 +...+ X, es:

A n" B) n® C) 2n
D) "/n E) n
RESOLUCION

Aplicando la propiedad relativa a desigualdades (D8): La media
aritmética es menor o igual que la media geométrica para
X;, Xy, X3,..., X, €ntonces se tiene que:

X, + Xy + Xg + .0+ X
LT % "> 0 /X X, XX, = /1 =1luego

n
X+ X, + X3+ + X, =N CLAVE “E”
Ejemplo ilustrativo 3

Si m,n € R* entonces el menor valor de \f \f

A) B) 2 C)3
D) 4 E)5
RESOLUCION

m
Como m,n € R* entonces — e R™ .
n

m
Sea az\ﬁ>0 entonces aplicando la propiedad relativa a

desigualdades (D9) se tiene que:
1 m n
at+-—>2= f + f >2
a Yn m

3.- INECUACION

CLAVE “B”
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2
Es toda desigualdad condicional que contiene una o mas cantidades
desconocidas denominadas variables y que solo es verdadera para
determinados valores de dicha variable las cuales hallan contenidos en
el conjunto solucion expresado generalmente en intervalos.

Ejemplo ilustrativo 4

Un grupo de parejas de esposos asisten al estadio Chan Chan para
participar de un concierto y en la boleteria les dicen: Si compran las
entradas de S/. 15 les faltard dinero y si compran entradas de S/. 10
les sobrara dinero. Sabiendo que disponen de S/. 120, el nimero de
personas que conforman el grupo es:

A) 6 B) 8 C) 10
D) 12 E) 14

RESOLUCION

Sea n el nimero de parejas:

Compran entradas de S/. 15: 15(2n)>120 = n > 4
Compran entradas de S/. 10: 10(2n) <120=n<6

Como 4<N<6=N=5 parejas
NUmero de personas: 2n = 2(5) =10 personas

CLAVE “C”

Ejemplo ilustrativo 5:

En una caja hay una cantidad impar de fichas de diferentes colores:
Blancas, rojas y amarillas. Se sabe que el doble de fichas blancas
mas las fichas rojas no es mayor que 35 ni menor que 32. Asimismo,
las fichas blancas mas el doble de fichas amarillas es mayor que 17 y
menor que 20. Ademas, el doble de las fichas rojas més las fichas
amarillas es menor que 37 y mayor que 33. El nimero de fichas que
hay en total es:

A) 19
B) 22
C) 29
D) 31
E) 33

RESOLUCION
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Sean:

A : Numero de fichas amarillas

B : Namero de fichas blancas

R : Numero de fichas rojas

La inecuacion (i) : 32<2B+R<35

La inecuacion (i) :17<B+2A<20

La inecuacion (i) : 33<2R+ A< 37

Sumando cada lado de las inecuaciones anteriores se tiene que:
82<3(A+B+C)<92=27,..< A+B+C <30,..= (A+B+C)< {28,29;30}

Ademas, A+ B +C es impar concluyendo que A+B+C =29
CLAVE “C”

4.- SOLUCION DE INECUACIONES

A continuaciéon se presenta una serie de pasos para determinar el
conjunto solucién de una inecuacion:

Ejemplo ilustrativo 6
(= x+2)(x* -9)(x* +5)
(x+7)

>0

Resolver la inecuacion

RESOLUCION
Paso 1: Separar los factores que tenga definida su signo, asi

x? +5>5> 0 entonces tiene signo positivo y se puede separar de la
inecuacion quedando lo siguiente:

(~x+2)x*-9)
(x+7)
Paso 2: Comprobar que las variables tengan grado uno, de no ser asi,
factorizar y/o aplicar el Paso 1. En este caso, expresar X —9 como
(X + 3)(x - 3) quedando la inecuacién de la siguiente manera:

(= x+2)x+3)x-3)
(x+7)

>0

>0
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Paso 3: Comprobar que las variables tengan signo positivo, de no ser
asi, cambiar el signo al factor asi como también cambiar el sentido a la
desigualdad. Asi tenemos que la inecuacién queda:

(x—2)x+3)x-3) <0
(x+7)

Paso 4: Determinar los puntos criticos. Estos se determinar igualando
cada factor a cero, asi:

Punto critico 1: X—2=0=>X=2

Punto critico 2: X+3=0=>x=-3

Punto critico 3: X—3=0=>X=3

Punto critico 4: X+ 7=0=>Xx=—7
Paso 5: Colocar los puntos criticos sobre una recta numeérica
determinandose una serie de intervalos. Colocar el signo “+” al

intervalo extremo derecho, de alli intercalar con el signo “-“ para cada
uno de los intervalos formados a la izquierda, asi:

+ - + -l+

-7 -3 2 5
Paso 6: El conjunto solucién se toma de la siguiente manera
- Los intervalos de signos positivos si la inecuacion es “mayor o
igual que” o simplemente “mayor que” cero.
- Los intervalos de signos negativos si la inecuacion es “menor o
igual que” o simplemente “menor que” cero.
Para el presente caso, la inecuacién del Paso 3 quedd6 “menor o igual
que” cero, por tanto, el conjunto solucién es:

<— oo;—7> U [— 3;2] U [5;+oo)
Ejemplo ilustrativo 7
X
El conjunto de todos los nimeros reales a tal que x es siempre

menor que su inverso es:

A (0:81) B) (~0;-81)U(081)  ¢)(-08)
D) (~8L0)U (BL+0) E) (—8L0)
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RESOLUCION

X 81 x*-81° _
— < —=>———<0de donde se obtiene que
8l X 81x

(x +81)(x —81) 3
X
Puntos criticos:
Punto critico 1: X+81=0=x=-81
Punto critico 2: X—81=0=>x=81

Punto critico 3: X=0
Intervalos:

N+ N+
-81 0 81

Conjunto solucién:

Como la desigualad es menor entonces tomamos los intervalos
con signo negativo.

El conjunto solucién es:

X e <— oo;—81> U <0;81>
CLAVE “B”

0

(Eiercicios Resueltos |- =

1. Santos piensa fabricar un determinado nimero de pelotas. Al
enterarse de la gran demanda fabrico el triple de lo pensaba producir
y vendio 80, quedandole mas de 31. Luego fabricé 12 mas y vendié
37 quedandole menos de 12. El nimero total de pelotas que se

fabrico es:
A) 38 B) 76 C) 114
D) 117 E) 126
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RESOLUCION
Sea x: Cantidad de pelotas que se fabricé al inicio
De la segunda sentencia del enunciado: 3X —80 >31= x> 37
e (i)
De la tercera sentencia del enunciado:
[(3x—80)+12]-37 <12 =x<39....... (ii)

De (i) y (i) se tiene que 37 < X<39 = x =238

CLAVE “A”

2. Se quintuplica un numero impar “x” que tiene dos cifras. Se le agrega
21, luego se extrae su tercera parte, obteniéndose “M”. Sin embargo,
si se extrajere la mitad del numero anterior al doble de “x” resulta “N”.
Ademas, se sabe que M — N < x entonces la cantidad de valores que
puede tomar “x” es:

A) 31 B) 33 C) 35
D) 37 E) 39
RESOLUCION
M — 5x+21
3
N =2x—M=2x—5X+21= 7x-21
2 6 6
Ademas, se sabe que: M-N<Xx entonces
X ; 21_7x-21 < xentonces21< X y x es impar. Por tanto
X e {23;25;27;3];...;99} siendo la cardinalidad de dicho conjunto
99-23

+1=39 ndmeros.

CLAVE “E”
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! -y

N

i3

3. Se sabe que las variables A B,C,D y E representan a nimeros
de 5, 6, 9, 8 y 7 cifras respectivamente. El intervalo de valores en que

_ (ABCY
flucta | —— | es:
DE

A) Entre 8 y 14 cifras B) Entre 8 y 13 cifras
C) Entre 5y 14 cifras D) Entre 10y 18 cifras
E) Entre 10 y 18 cifras
RESOLUCION
Se tiene las siguientes desigualdades:
10* < A<10°
10° < B <10°
10° < C <10°
10’ < D <10°
10° < E <10°

De lo anterior se tiene que: 10" =10 < ABC <10°**° =10%

Ademas, se tiene que:

100 <DE<10% = < X o 1 i)
10° ~ DE " 10

Multiplicando cada lado de las desigualdades (i) y (ii) se obtiene:
17 20 2
10?2 = 10 < ABC 10 _ 10" =10 < (A;’é:] <10

<
10® DE 10°

2
Por tanto la expresion (ABCJ tiene un intervalo de valores que
DE

flucta entre 5 y 14 cifras.
CLAVE “C”
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4. En una reunién de amigos del CEPUNT una alumna llevé como
pareja a su abuelo y las amigas de ésta maravilladas por el espiritu
juvenil del abuelo le preguntaron por su edad y éste respondio: “No
soy tan joven para decir que tengo sesenta afios ni tan viejo para
decir que tengo ochenta afios. Cada uno de mis hijos me ha dado
tantos nietos como numero de hermanos tiene. Mi edad es
exactamente el doble del nimero de hijos y nietos que tengo”. La
edad del abuelo de la alumna, en afios, es:

A) 62 B) 65 C) 68
D) 72 E) 75
RESOLUCION
Sean:

e : Edad del abuelo de la alumna

h: Numero de hijos del abuelo

Cada hijo tiene tantos hijos como hermanos, es decir, h-1
El nimero de nietos es: h(h —1)

Edad del abuelo fluctia: 60 < e <80
Edad del abuelo: e = Numero de hijos + NUumero de nietos

e = 2[h + h(h—1)] = 2h?
Luego
60<2h?<80=30<h?<40=5,..<h<6,...=—h=6

Edad del abuelo: €= 2(6)2 =12 afios

CLAVE “D”

5. Manuel tiene jeans de tres colores, azul, plomo y verde, teniendo en
total menos de 30 jeans. Si el nUmero de jeans de color azul y plomo
aumentara en 6 tendria mas de 20 jeans de estos colores. Si
duplicara el nimero de jeans de color azul y comprara 5 mas de este
color no alcanzaria al nimero de jeans de color verde pero tendria
mas de 18 jeans de color azul. El nimero de jeans de color azul es:
A)5
B) 6
)7
D)8
E)9
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RESOLUCION

Sean:

A : Numero de jeans de color azul
P : Numero de jeans de color plomo
V : Numero de jeans de color verde

De la primera sentencia se tiene que: A+P+V <30....... (i)
De la segunda sentencia se tiene que:

A+P+12<20= A+P<8....... (ii)

De la tercera sentencia se tiene que:

2A+5<V ... (ii)y 2A+5>18= A>6.5
Sumando cada lado de las inecuaciones (i) y (iii) se tiene que:

3A+P+V +5<30+V =3A+P<25....... (iv)

como A> 6.5, esdecir A toma valores desde 7, y la inecuacion

(iv) 3A+P <25 entonces A=7.

CLAVE “C”

6. Sean a, €Z,Vk € {1,2,3,...,n} tal que 1<a <a, <a, <..<a,
entonces el mayor valor de
1 1 1 1

MCM(ai;az)+ MCM(az;a3)+ MCM(a3;a4)+'"+ MCM(a, ;a,) oS

A 2" -1 ) 2" -1 o 2" -1
2n+1 2n 2n
2n+l_1 2n—1_1
AP e
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RESOLUCION
Para que la suma dada tome su mayor valor cada sumando debe

tomar su menor valor y para que ello suceda cada MCM (ak;ak)

debe ser el menor.

De lo anterior, para que  MCM(a;;a,) sea miimo a, =1 y
a, = 2a, = 2(1)=2". De manera similar, para que MCM (a,;a,) el

2
menor posible a3=23-2=2(2)=2 . Asimismo, para que el

2 3
MCM (a,;a, ) tome su valor minimo 8, = 28, = 2(2 ): 2°
Por tanto se tiene que el menor valor del MCM (a,_,;a, ) se debe

cumplir que a = 24 siendo
MCM (a, ;;a, )= MCM (27,21 )= 2+

1 1 1 1 1 1 1
+ +..+ Sot+ ot 5+
MCM(a;a,) MCM(a,;a,) MCM(a, ;a,) 2 2

273 ---+2r17_1
j 1
vt

La Ultima suma es: =
2n—1
-1

| =
1
VR
N[

CLAVE “E”

;
7. Sean X, X, X3 X, €27 tal que a’b°c® =k siendo a,b,ceR" y
10,3

x, =ab?, x, =ac*, X, =b"C" y x, =a’3? entonces el menor

valor de X, + X, + X; +...+ X, €s:

A) k B) ; C) k
D) 4k3/4 E) k3/4

RESOLUCION
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Aplicando la propiedad relativa a desigualdades (D8): Media aritmética
es mayor o igual que la media geométrica entonces se tiene que:

A1 0,) 2 MG 1k 0, = 2 20 4w, = 4™
_ 4/(a2bsc3)3 — K

Por tanto, X, + X, + X; + X, =4 entonces el menor valor de la

suma pedida es 4k3'*.
CLAVE “D”

( Ejercicios Propuestos 4@

1. Dos hermanos mellizos al discutir sus edades el primero dice: “Si la
edad que tengo le resto la cuarta parte de mi edad disminuido en 3 a
lo més se obtiene 15 afios. El segundo respondio: “Pero si a mi edad
que tengo le resto la quinta parte disminuido en 4 se obtiene cuanto
menos 16 afios. La edad que tienen los mellizos es:

A) 17
B) 18
C) 19
D) 20
E) 21

2. Un muchacho empezé comiendo un cierto namero de naranjas.
Después comprd 5 mas, que también las comio, resultando que
habia comido mas de 10 naranjas. Comprdé 8 naranjas mas y al
comérselas observd que habia comido en total mas del triple de
naranjas que comio la primera vez. El total de naranjas que comié el
muchacho es:

A) 6
B) 16
C) 17
D) 18
E) 19

3. En una préactica de Razonamiento Matematico aplicado en CEPUNT
a tres alumnos del aula 21, Willy, Koky y Braulio, resolvieron
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correctamente mas de 13 ejercicios en total. Si Willy hubiera resuelto
correctamente 3 ejercicios mas habria tenido mayor ndimero de
aciertos que Koky y Braulio juntos. Sin embargo, Willy resolvid
correctamente menor cantidad de ejercicios que Koky y los que éste
resolvio correctamente no llegaron a 8. La cantidad de ejercicios
resueltos correctamente por Koky es:

A)
B)
C)
D)
E)

oo~NOoO Oh

Sean a,b,c,d € R* tal que a®bc?-/d = m entonces el menor valor
de a’d +b3c” +a'bed es:

A m’

B) 2m?®
Q) 3m?/3
D) 4m°®
E) 5m°

El doble de la edad que tiene Marco mas la edad que tiene Ana es
menor que 51 afos. El triple de la edad de Ana menos la edad de
Marco es mayor de 67 afios. Si la edad de Ana excede en un afio al
triple de la edad de Marco entonces la edad de Marco es:

A 9
B) 11
C) 15
D) 17
E) 19

.
Si a,8,,8,.,8,€R entonces el menor valor de

a

a, a a a
224 34+ 0 es
a, a, a, a, a

n
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B) n
C) n®

D) —
)2
E) n"

Se tienen tres numeros enteros y consecutivos. Se sabe que la
cuarta parte del menor menos 15 es mayor que 16. Asimismo, la
cuarta parte del mayor menos 7 es menor que 25. La suma de las
cifras del nimero mayor es:

A) 7
B) 8
C) 9
D) 10
E) 11

Sea P un numero real entre 4y 6 y ( es un nimero entre 48 y 72.

La expresion q fluctGa entre:

A) 32y48
B) 8y18
C) 32y
D) 6y48
E) 4y8

Juan Carlos va en su moto a 25 km/h recorriendo un camino recto de
un numero entero de kilbmetros. Cuando llevaba recorrido la mitad
del camino le faltaba menos de 3 horas con 37 minutos y cuando
llevaba recorrido 60 km le faltaba mas de 4 horas con 47 minutos. La
distancia del camino, en kilémetros, es:

A) 120
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B) 140
C) 160
D) 180
E) 200

10. Se tiene una pared rectangular cuya base mide X+18 metros y su

perimetro 100 — 4X metros. Si la altura de la pared mide menos que
el doble de la base entonces la suma de los valores enteros que
puede tomar x es:

A) 70
B) 76
C) 84
D) 90
E) 96

11. si abcd =1 siendo a,b,c,d e R* entonces el menor valor de
a+b+c+d es:

A) 1 B) 1.5 C) 2
D) 25 E)4

12. Al consultarle a Luis por la edad de su hijo éste respondi6: “Hace dos
afios mi hijo pesaba un kilogramo menos siendo en ese entonces la
relacién de su peso respecto a su edad de 5/3 y ahora dicho cociente
esta entre 1y 6/5. La edad del hijo de Luis es:

A) 2 B) 3 C)4

D)5 E)6

5
a ~
13. Si a,b € R entonces el menor valor de b—3+ b*a™ es:
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1 B)2 C) 2,5 D) 3 E) 3,5

14. Un grupo de padres de familia (papa y mama de cada escolar) del
Colegio “Trujillo Unido” asiste al estadio Mansiche para ver a sus
hijos participar del campeonato escolar de atletismo. Se sabe que si
compran entradas de S/. 18 les faltara dinero y si compran entradas
de S/. 15 les sobrara dinero. El grupo de padres de dicho colegio
disponen de S/. 360. El nimero de personas que conforman el grupo
de padres de familia es:

A 9 B)10 C) 11 D) 12 E) 13

15. Si we R" tal que es el reciproco de v entonces la suma de las

_ o 8192
cifras del maximo valor de

es:
W6

+v®

A) 19 B) 17 C) 15 D) 13 E) 11
B)

16. Dada las siguientes expresiones:

A=2013(1+2+3+4+... +2012)
B=2015(1+2+3+4+... +2012)
C=2016(1+2+3+4+... +2011)
El mayor valor es:

A) A B) B C) C
D)ByC E)AyD

17. Se da un namero real ¢ mayor que 1 tal que M =-./c +1—\Ey

N :\E—\/c—l. De las condiciones anteriores se puede inferir
que:

A M>N
B) M<N
c) M=N
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D) M =N paratodo ¢ >10°
E) No se puede definir la desigualdad

18. Fiorella compra igual cantidad de polos de dos colores. Al vender la
cuarta parte de todos los polos le quedan menos de 118 por vender
pero si hubiese vendido la sexta parte de todos los polos le quedaria
mas de 129 por vender. El nimero de polos que comproé es:

A) 148
B) 150
C) 154
D) 156
E) 160

19. Paco, auxiliar del Centro Preuniversitario de la Universidad Nacional
de Trujillo — CEPUNT, viendo el DNI de uno de los alumnos dice:
“Cuando este alumno naci6 yo tenia mas de 28 afios pero
actualmente éste tiene menos de 18 afios. Ademas, hace 2 afios la
tercera parte de mi edad era menor que la edad de él. La edad actual
de Paco, en afios, es:

A) 46 B) 44 C) 54 D) 47 E) 57

20. El propietario de una tienda paga a sus vendedores S/. 10 por
producto vendido mas una cantidad fija de S/. 50 000. Otra tienda de
la competencia paga S/. 15 por producto vendido mas S/. 30 000
fijos. EI ndmero minimo de productos que el vendedor de la
competencia debe vender para obtener mayor ganancia que el
primero es:

A) 4000 B)4001 C)4002 D) 4003 E)4004

CLAVES
. 1.C 2A 3D 4C 5 A
—6 87D 8B 9D 10B
11.E 12.C 13.B 14.C 15.A
16.B 17.B 18.D 19.A 20.B
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SEMANA 13

FUNCIONES Y MODELOS

FUNCIONALES

OBJETIVOS:

Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. Plantear la relacidon funcional entre dos variables en
una situacion problematica, caracterizando una funcion.

2. Construir modelos lineales y cuadraticos a partir de
situaciones planteadas.

3. Identifica las variables independiente, dependiente,
magnitudes y unidades de una funcién lineal o cuadrética
en una situacion problematica.
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REPRESENTACIONES MATEMATICAS

Empleamos funciones para analizar numéricamente las relaciones de causa
y efecto, es decir la correspondencia entre un valor de entrada y otro de
salida.

Observa el esquema siguiente:

Dominio de f

Rango de f
(Imagen)

Una funcion tiene una regla de correspondencia que vincula dos conjuntos
de niumeros reales y que asigna a cada elemento del primer conjunto,
llamado e/ dominio de la funcién, exactamente un elemento del sequndo
conjunto. Al conjunto de valores asignados se le /lama el rango de la
funcion.

Ahora, cuando establezcamos la relacion de dependencia (funcion) entre
dos magnitudes serd posible representarfa como un modelo funcional.

Por ejemplo, la ganancia total (6) inicialmente depende de dos magnitudes:
ganancia unitaria (U) y numero de productos (P). Entonces se observa que:

G(u,p) =UXP

Pero si encontramos alguna correspondencia entre la ganancia unitaria y el
numero de productos entonces la ganancia total solamente dependerd de
una de las magnitudes.
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1.- DEFINICION

Dados dos conjuntos no vacios “A” y “ B “ y una relacion, se define: “f
es una funcién de A en B si y solamente si para cada x € A existe a lo
mas un elemento y € B, tal que dos pares ordenados distintos no
pueden tener la misma primera componente.

Si: f esuna funcion tal que: (x;y)ef A (X,2)ef=y=2z

a F a

A B

2. NOTACION DE UNA FUNCION
Una funcion puede denotar de diferentes formas, pero la mas
adecuada es la siguiente:

f:A>B/y=f(x)|

Donde la ecuacién: y = F(x) se denomina Regla de Correspondencia
entre x e y; ademas:

A : Conjunto de partida

B : Conjunto de llegada

x : Pre —imagen de y o variable independiente

y : Imagen de x o variable dependiente

2. EVALUACION DE UNA FUNCION

Dada la funcion f :A—B/y=f(X)
Evaluar la funciéon F significa obtener el valor de “y” mediante su regla

de correspondencia, luego de asignarle un cierto valor de “x”. Por
ejemplo, para x = a, el valor de la funcién, llamado también Imagen,

gue le corresponde sera F(a), con lo cual que el par (a; F(a)) € F.
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4. RECONOCIMIENTO GRAFICO DE UNA FUNCION
En el plano cartesiano, una cierta gréafica es la representacion de una
funcién si y sélo si cualquier recta vertical (paralela al eje y) intersecta
a dicha gréfica a lo mas en un punto.
Observa los siguientes gréficos:

Ay
y
y N B
7 X
X
A
[ X
Es de una Funcién No es de una Funcion Es de una Funcién
IMPORTANTE:

Una funcién “f” queda bien determinada (también se dice: bien definida), si
se conocen:

a) Su regla de correspondencia f(x) (es decir, la ecuacién de la funcién)
b) Su dominio.

5.- VARIACION DIRECTAMENTE PROPORCIONAL

Se dice que una variable y es directamente proporcional a la variable
X sii y = kx

Donde k es una constante diferente de cero. De manera mas general,
se dice que la variable y es directamente proporcional a la n-ésima
potencia de x (n>0) si  y = kx"

La constante k se llama constante de proporcionalidad

Ejemplo ilustrativo 1:

El peso del cerebro de una persona es aproximadamente
proporcional al peso de su cuerpo, si una persona pesa 150 Ib su
cerebro pesa alrededor de 4 Ib. a) Exprese el niumero de libras del
peso aproximado del cerebro de una persona como una funcién de
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su peso corporal. b) Encuentre el peso aproximado del cerebro de
una persona cuyo peso corporal es 176 Ib.
RESOLUCION
a) Sea f(x) libras de peso aproximado del cerebro de una
persona cuyo cuerpo pesa X libras. Entonces:
f (xX)=kx (1)
Debido a que una persona con un peso corporal de 150 Ib. tiene
un cerebro de aproximadamente 4 Ib. De peso, se sustituye en (1)
150 por x y 4 por f(X), obteniéndose:

4=k (150) = kziAl sustituir k en (1) por este valor, se
75

2
obtiene: f(X)=—x
75
b) Dado que f (x)zi x Entonces f (176) =£(176)
75 75

Luego f(176) = 4,7 libras.

6.- VARIACION INVERSAMENTE PROPORCIONAL

Se dice que una variable y es inversamente proporcional a la
variable x si: y = k/x

Donde k es una constante diferente de cero. De manera mas general,
se dice que la variable y es inversamente proporcional a la n-ésima
potencia de x (n>0) si  y = k/x"

La constante k se llama constante de proporcionalidad

Ejemplo ilustrativo 2:

La iluminacion de una fuente de luz especifica es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia de ella. a) Exprese el nUmero
de luxes(Ix) dela iluminacion como una funcién del nimero de metros a
la distancia de la fuente de luz, si la iluminacion es 225 Ix a una
distancia de 5 m. de la fuente. b) Encuentre la iluminacién de un “punto
a 15m. de la fuente.

RESOLUCION
a) Sea f(x) lailuminacién dela fuente de luz a x metros de

ella. Entonces:
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f(x) =L2 )

X

Debido a que la iluminacion es 225 Ix a una distancia de 5m. de la
fuente, si se sustituye x por5y f(x)por 225 en (2) se obtiene:

k

225=— =K —5625Al sustituir este valor de k en (2) , se
5
tiene: f(x):5i§5

b) A partir de la expresion anterior para f (X), se obtiene

f(15):% — o5La iluminacion de la fuente es 25 Ix

7.- VARIACION CONJUNTAMENTE PROPORCIONAL

Se dice que una variable z es conjuntamente proporcional a las
variables x eysi: y=Kk/x

Donde k es una constante diferente de cero. De manera mas general,
se dice que la variable z es conjuntamente proporcional a la n-ésima
potencia de x (n>0) si  z = kx"y™

La constante k se llama constante de proporcionalidad

Ejemplo ilustrativo 3:

En un medio limitado donde A es un nimero 6ptimo de bacterias
tolerable, el indice de crecimiento de éstas es conjuntamente
proporcional al numero de bacterias presentes y a la diferencia entre A
y éste Ultimo ndamero. Si se supone que un millon de bacterias es el
namero 6ptimo tolerable por el medio, y el indice de crecimiento es de
60 bacterias por minuto cuando 1000 bacterias estan presentes. a)
Exprese el indice de crecimiento bacteriano como una funcién del
namero de bacterias presentes. b) Determine la velocidad de
crecimiento cuando 1000 000 de bacterias estan presentes.

RESOLUCION
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a) Sea f(x) bacterias por minuto el indice de crecimiento cuando hay x

bacterias presentes. Entonces:
f (x) =kx(1000000 — x) 3)
Dadoque el indice de crecimiento es 60 bacteria por minuto cuando hay 100
bacterias presentes, se sustituye en (3)x por 1000y f (Xx) por 60, y se obtiene:
60 =k (1000)(1000000 — 1000)
(__ 60 I
999000000 16 650 000
Y se sustituye k en (3), por este valor se obtiene:

f(X)=——— x(1000000 — X)
16650000
b) A partir de la expresion anterior f (X) , se tiene:
fa00000):;;;;54447a00000)a000000-100000)
16650000
f (x)=5405

El indice de crecimiento es de 5405 bacterias por minuto cuando 100 000
bacterias estan presentes.

8.- DEFINICION DE FUNCION LINEAL
Una funcién de la forma f(x)=mx-+b , se llama funcién lineal. Si m

=0, el resultado es f (x)=Db, se llama funcién constante. Sim =1y
b = 0, entonces el resultado es f(X)=X, que se llama funcién

identidad.
El dominio de cualquier funcion lineal es todo los nimeros reales. Sim
# 0, entonces el rango es todos los reales. Si m = 0, la funcién es
contante yelrangoes { b }

5.1.- Propiedades de la gréficade f(x)=mx+b

La gréfica de una funcion lineal es una recta con pendiente
m e intercepto en b
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Y
A:mx+b
m=tg o
}b
a = X
s

Suponga que f(X)=mx+b es una funcioén lineal y que
y = f(x) . Entonces y=ax+bla cual es una ecuacién de la

recta con pendiente en a e intercepciéon en con el eje “y” en b. Asi
La gréfica de la funcién lineal es una recta. Decimos que la
funcién f (X)=ax+ b tiene pendiente en a.

Ejemplo ilustrativo 4:Dieta de gallinas

En pruebas de una dieta experimental para gallinas, se determin6 que
el peso promedio w (en gramos) de una gallina fue, segin las
estadisticas, una funcién lineal del nimero de dias d después de que
se inicio la dieta , donde :

0<d =50. Suponer que el pesopromedio de una gallina al inicio de la
dieta fue de 40 gramos y 25 dias después fue de 675 gramos.

a) Determinar w como una funcion lineal de d
b) Determinar el peso promedio de una gallina cuando d= 10

RESOLUCION

a) Como w es una funcion lineal de d , su gréfica es una linea
recta. Cuando d= O(al inicio de la dieta), w =40. Por tanto

(0 ; 40) pertenece a la grafica. De manera similar (25, 675)
pertenece a la gréafica. Si hacemos:

(d1, wi) =(0;40) vy (d2, wo) = (25 ; 675), la pendiente de la recta
es:

_W,—w, 675-40_635_127
d,-d, 25-0 25 5
Utilizando la forma punto pendiente, tenemos:

m
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w—-w,=m(d—d,)

w—40=%(d—0)

w=%d +40

w expresada como funcién de d

b) Cuando d= 10, entonces : 127 10), 40 — w =294
5

Asi el peso “promedio de cada gallina después de 10 dias del
inicio de la dieta es de 294 gramos.

9.- FUNCION CUADRATICA

Es una funcién polinbmica de segundo grado, cuya regla de
correspondencia es

f(x)=ax* +bx +c; a#0
su dominio es : X € (-0, +0 ) =R
surangoes: y e [c-b%4a, +0)
La grafica de la ecuacién cuadratica es una PARABOLA de eje
paralelo al eje Y, que puede estar abierta hacia arriba o abajo.

‘y

a{l(0a)

Ejemplo ilustrativo 5: Ingreso méaximo

La funcion de demanda para un producto es:

p = 1000 - 2¢q
donde p es el precio (en ddélares) por unidad cuando g unidades son
demandadas (por semana)por los consumidores encontrar el nivel de
producciéon que maximizara el ingreso total del productor y determinar
ese ingreso.
RESOLUCION
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‘.ak"-:
‘ﬁ.‘:\
Para maximizar el ingreso debemos determinar la funcién del ingreso

w= f(q), utilizando la relacion:
Ingreso total = (precio).(cantidad)
Tenemos :r=pq
Con la ecuacién de la demanda podemos expresar p en términos de q,
de modo que r sea estrictamente una funcién de q
Tenemos:

r=pgq = r=(1000-2q)q
r=1000q — g°
Observe que r es una funcién cuadratica de q,cona=-2 ,
b= 1000 y c=0. Ya que a < 0 (pardbola que abre hacia abajo)
r es maximo en el vértice: (q ; r) , donde:

b 1000
q=- 2a == ﬂ =250 reemplazando en r tenemos

r = 125 000 ,es el ingreso maximo del fabricante cuando
la produccion es de 250 unidades

10.- EUNCION EXPONENCIAL

Ejemplo ilustrativo 6:Crecimiento de bacterias
El nimero de bacteria presentes en un cultivo después de t minutos
esta dado por:

4 t
N(t)= 300(3)

a) Cuantas bacterias estan presentes al inicio?

b) Aproximadamente ¢ cuantas baterias estan presentes después
de 3 minutos?

RESOLUCION

a) Se debe determinar N(t) cuando t =0

N(0) :300(2) =300(1)=300

Luego 300 bacterias estan presentes inicialmente.

305




#io, CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

b)Tenemos:

3
N(@3) =3oo(;‘j =3oo( 64} = 6‘;00

— ~711
27

Se obtiene que 711 bacterias estan presentes luego de 3 minutos,
aproximadamente.

( Ejercicios Resueltos c@

1.- Determinar una funcién que exprese el area del rectangulo de base x
y perimetro 2a (a > 0) ; el dominio y rango de la funcién obtenida es:

RESOLUCION
Designemos X e y a las
dimensiones del rectangulo
1° Por geometria sabemos que su A y
area esta dada por: A = x.y
2° Del perimetro tenemos:

2x+2y=2a — x+y=a X

y=a-x
3° Del area tenemos:
AKX) =x.(a—x),a>0

4°Especificar el dominio : siA(x) >0 — x (a—Xx) >0 de donde

0<x<a porlotanto Dom (A) = <o : a>

2 2
5° Rango de la funcion: A(x)=ax —x° = a4_(x _ZJ

2

7° Multiplicando por (-1): a2 <[x—3jz<o o <£_( aj .al
4 2) ~ 4 T4

Luego: 0< A(x)< a?%4 , entonces: Ran(A)= <0 X a2/4>

2 2
6°Si O<x<a — —& .y 2.8 o [x_- 2| &
2 2 2 4

2.- En una circunferencia de radio r =5, se inscribe un triangulo is6sceles.
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w
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Expresar el area del triangulo en funcion de su altura

RESOLUCION
1° Sea BH =x la altura del triangulo isésceles ABC y sea

AC =b la longitud del lado desigual.
2° El area del triangulo ABC es 5 _1/2(AC JBH _by
2

3° En el tridngulo rectangulo BCD : HC? =BH x HD

(La altura es media proporcional entre los segmentos en
que divide a la hipotenusa)

4° Entonces: (b/2)? = x.(2r — x) , de donde b=2,/x(2r — x)
5° Luego parar =5 en el paso 2° tenemos:

S =X4/X(10—x)

Una tienda de articulos domésticos tiene 900 licuadoras en

almacén al principio de cada mes; las ventas de licuadoras promedian
25 unidades por dia de venta.

a) Hallar un modelo matemético que represente el nimero de
licuadoras en almacén en cualquier dia de ventas de cada

mes.

b) ¢ En qué tiempo se agotaran las licuadoras en almacén?

RESOLUCION

a) Sea y el nimero de licuadoras en el almacén y x el numero de

dias de venta. Al inicio de cada mes, es decir cuando x= 0 , tenemos
en almacén y = 900 licuadoras. Como el nimero de licuadoras
disminuye en almacén a razon de 25 unidades por dia de venta,
entonces y cambia en — 25 unidades cuando x cambia en 1 unidad,
es decir la razon de cambio o pendiente es m = - 25 . Luego la funcién
esta dada por la féormula:

y =mx+b=—25x+900

b) Cuando las licuadoras se agotan en almacén se tiene que:

y =0 .entonces, 0 = - 25x +900 < x = 36 dias
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4.- Sea la funcion f :{(x; y)/ x> —4x -8y _4:o} .Determinar el
maximo o minimo de dicha funcioén:

RESOLUCION
Laecuacion que define af, es: 5 (x) 1 1,1
8 2 2
Para esta funcion cuadrética: a=1/8;b=-% ;comoa > 0, f tienen
un valor minimo, donde:
X=h=-Db/2a
esto es, Si:
(2,
2(1/8)

entonces el valor minimo es:
1 1 1
f2)==(2*-=(2)-==-1
@=3@"-S@-

5.- El departamento de carreteras planea construir un area de picnic
para automovilistas al lado de una carreteraprincipal. Ser& rectangular
y tendra un area de 5000 m? y estard cercada en los tres lados no
adyacentes a la carretera. Exprese la cantidad de metros de cerco
requeridos, como una funcién de la longitud del lado no cercado.

RESOLUCION

1°El perimetro del cerco sera:

P=x+2y Q)

2°Area de del terreno: y A y

A = x.y = 5000 m?

3°Despejamos “y”

y= 5000 CARRETERA
X

5000
40 Sustituye en (1) P(X)=x+2. (T)

X 80 100 120
F(x) 205 200 203
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5° Finalmente la longitud minima serd 100m.

6.- Un fabricante de camisas puede producir una camisa en  particular
con un costo de $10 por unidad. Se estima que si el precio de venta
de la camisa es x , entonces el nUmero de camisas que se pueden
vender por semana es 120 — x . Determinar cudl debe ser el precio de
venta con el objeto de que las utilidades semanales del fabricante
alcancen un nivel maximo.

RESOLUCION
1° Ingreso semanal: 1(x) =x (120 -x)
2° Costo total: C(x) = (costo por camisa).(numero de camisas)
C(x) =10 (120 — x)
3° Utilidades: U(x)= (Ingreso) — ( Costo)
U(X)=x (120 —x ) — 10 (120 — x)
U(x) = —x? +130x — 1200
4° Parabola se abre hacia abajo: x =-b/2a ;a=-1,b =130

Luego x = 130/2 — x= 65ddlares , es el precio con el cual la
utilidades obtienen un nivel maximo.

7.- Un carpintero disefia y produce carpetas personales y lo vende a 75
soles cada una. Si x carpetas son hechas al dia, entonces la cantidad
de soles en el costo de produccion total es:

f(x)=—x® +50x+96 . ¢Cuéntas carpetas se deberan producir
diariamente para que el carpintero tenga la mayor venta?

RESOLUCION
Si f(x) es el costo de produccién diaria, entonces f(x) tendra un valor
maximo, donde a = - 1 , b = 50 ,entonces la cantidad de carpetas

producidas sera: x = 50/2(1) ,x =25
Luego para obtener mayor venta el carpintero deberd producir 25
carpetas diarias.
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8.- Halle el precio de equilibrio y las cantidades correspondientes de
unidades ofertadas y demandadas si la funcion de oferta para un
determinado articulo es:S(p)= p2 + 3p — 70 y la funcién de demanda
es: D(p) =410-p

RESOLUCION
El precio de equilibrio se obtiene igualando la oferta con la demanda:

p?+3p—-70 = 410-p
p2 + 4p — 480 =0
(p—20).(p+24)=0
p=20 6 p=-24

En estos casos se considera el valor positivo de la variable. Luego la
demanda para un precio de $ 20 sera:

D(20)= 410 — 20 = 390 articulos.

Por lo tanto el mercado estard en equilibrio si se ofertan y se
demandan 390 articulos.

9.- Supongamos que el nimero de pulsaciones por minuto que realiza un
principiante de WORD y EXCEL , esta dado por la funcion

f(x):‘f'oo(x+1) , donde x representa el ndmero de clases
X+10

recibidas.

¢,Cuantas pulsaciones por minuto tecleara al cabo de 15 clases en
un determinado tiempo?

RESOLUCION
Sustituimos x por el valor de 15 en la funcién y luego efectuamos:

600(15+1) _

f(@5)=
() 15+10

384

Es el nimero de pulsaciones por minutos durante 15 dias
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10.- Un promotor organiza una excursion a la cuidad de Huaraz por 4
dias. El precio del viaje es de 300 soles si se relne 25 o menos
personas. Si supera las 25 personas hace una rebaja de 10 soles a
cada uno. ¢ Cuanto es el ingreso total en soles si viajan 30 personas?

RESOLUCION
1°El ingreso | : I(x)= (Precio).(nUmero de personas)
I(x) P(x).x
2° Se tiene dos condiciones:

0= 300(x), si 0<x<25
~|[300-10(x - 25)]x , si x > 25

3°reemplazamosla cantidad de personas en la funcion
I(x)=[300-10(x—25)} x , si x> 25

1(30)=[300-10(30 — 25)} 30 = 7500 soles

( Ejercicios Propuestos $

1.- Se compra igual cantidad de lapiceros de dos colores. Al venderse la
cuarta parte quedan menos de 118 lapiceros por vender y si se
vendiera la sexta parte quedaran méas de 129 lapiceros por vender. El
numero de lapiceros que se compararon es:

A) 160 B) 156 C) 154
D) 150 E) 148

2.- A una reunion de graduacion asistieron parejas de graduados, también
damas y caballeros invitados. Se indica que el nUmero de graduados
mas el de damas invitadas varia desde 80 hasta 82, el de damas y
caballeros invitados desde 81 hasta 83 y el de caballeros invitados
mas los graduados, desde 82 hasta 84. Considerando que el nUmero
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de graduados esta entre 32 y 42 y que los caballeros invitados no
tenian pareja, el nimero de asistentes a dicha reunién es:

A) 240 B) 140 C) 124
D) 122 E) 120

3.- Se estudiaron los efectos nutricionales sobre ratones que fueron
alimentados con una dieta que contenia un 10% de proteina. La
proteina consistia en levadura y harina de maiz. Variando el porcentaje
P de levadura en la mezcla de proteina, se estimdé que el peso
promedio ganado (en gramos) de un ratén en un periodo fuedefp)
donde:

f —5—]6P2+2P+20 , 0< P <100

P) =
El maximo peso ganado, en gramos es:

A) 20 B) 30 C) 40
D) 50 E) 60

4.- Un vehiculo marchando a 25 Km/h recorre un camino que mide un
numero entero de kilometros, cuando llevaba recorrido la mitad del
camino le faltaba menos de 3 horas con 31 minutos y cuando llevaba
recorrido 60 km.le faltaban mas de 4 horas con 35 minutos de
marcha. El tiempo que demora en recorrer la séptima parte del
camino, en horas, es:

A)5 B) 7 )1
D) 7/5 E) 4.5

5.- A partir de una lamina metalica rectangular y larga de 12 pulgadas de
ancho hay que fabricar una canoa doblando hacia arriba dos lados de
la misma longitud de modo que sean perpendiculares a la lamina. Las
pulgadas que deben doblarse para dar a la canoa la maxima
capacidad es:

A) 1 B) 2 C)3
D) 4 E)5

6.- Un comerciante dispone de una cantidad de dinero para compra un
cierto nimero de objetos iguales entre si. Pensaba comprarlos al
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precio de S/.50 cada uno y le faltaba mas de S/.48, después penso
comprarlos al precio de S/.40 cada uno y lesobraban mas de S/.152,
por ultimo los compré al precio de S/.30 cada uno y le sobraron
menos de S/.372. El nimero de objetos comprados fue:

A) 18 B) 18 C) 21
D) 12 E) 16

7.- Cada litro de leche “MUUU” contiene al menos dos veces la cantidad

10.-

de agua que cada litro de la leche “MAAA” . Una mezcla de 3 litros de
la leche “MAAA” contiene al menos 5 unidades de agua. El minimo
de unidades de agua que contiene cada litro de la leche “MUUU” es:

A) 5/2 B) 5/8 C) 5/4
D) 8/5 E)0

El ingeniero Marcial ha previsto las ganancias de sus empresas en
miles de délares G en el enésimo dia del mes de enero mediante la

funcién:G(n):n+15+‘n+1o‘ .Si en “a” dias su ganancia es

constante y en “b” dias su ganancia sobrepasa los 55 mil ddlares.
Entonces el valor de a + 2b es:

A) 15 B) 18 C) 21
D) 23 E) 24

Los docentes del CEPUNT recibieron en calidad de donacion un
terreno en forma triangular de 100 metros de base y 60 metros de
altura. Si se tiene en mente hacer una loza deportiva rectangular lo
mas grande posible (en area), dejando un metro a los lados del
triangulo para poder transitar, entonces el area de dicha loza , seria:

A) 1344 m? B) 1350 m? C) 1416 m2
D) 1468 m? E) 1500 m?

La empresa de transporte “TransHuaranchal’, con una tarifa de 20
soles transporta 8000 pasajeros al mes, al considerar un aumento en
la tarifa, la compafiia determina que perdera 800 pasajeros por cada
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5 soles de aumento en el pasaje. La cantidad que se debe
incrementar para que el ingreso sea maximo, es:

A5 B) 7,5 C) 10
D) 12,5 E) 15

11.- Dos barcos salen del mismo puerto. El primero sale al medio dia y
navega hacia el este a una velocidad de 10 millas por hora. El
segundo sale a las 3:00 pm y viaja al sur a 20 millas por hora. La
distancia “d” de un barco al otro en funcién del tiempo a partir de las
3:00 pm esta dado por:

A) d =+/10+/5t

B) d =10+/5t° + 2t + 4
C) d =10/5t> + 4t + 4
D) d =10+/5t2 + 6t +9
E) d =10+/5t + 6t

12.- De las siguientes afirmaciones:

I) Enlafuncién f (x)= ax® +bx+c, si a <0 entonces tiene
maximo.

) Enlafuncién f(x)=ax®*+b , si a >0 entonces la pendiente
es negativa.

III) Siunafuncion f se especifica en forma numérica se puede
calcular f(x) paratoda x en el dominio de f .

IV) Toda funcion expresada de manera gréfica, también se puede
especificar numéricamente.

Son verdaderas:

ALyl
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B) Iy Il
C)lyIV
D) llly IV
E) Todas.

13.- Para ingresar como socio al club Huaranchal se paga 600 soles al
afio, Jorge como presidente no esta contento con la respuesta, en el
club solo hay un promedio de 10 nuevos socios por mes, decide bajar
la cuota en 100 soles menos y observa que los nuevos socios en
promedio son 16 por mes. Entonces si la cuotas de ingreso fuera de
350 soles, cuantos socios ingresarian al mes?

A) 15
B) 18
C) 20
D) 25
E) 35

14.- La siguiente tabla muestra las ventas semanales de empanadas de la
panaderia “Milagritos”

Precio por unidad 0,5y 0,75

(Demanda) Unidades
vendidas por semana
(Oferta) Unid. Puestas
a la venta por semana

400 y 350

300 y 500

Entonces el precio de equilibrio es:

A) 0,625
B) 0,6
C) 0,875
D) 0,75
E) 0,675
15.- Liliana va conduciendo su camioneta de Trujillo a Huaranchal,
observando los postes marcadores de kilometraje. Al medir, en
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horas, el tiempo transcurrido desde que pasé por los 20 kilébmetros,
va anotando las siguientes distancias:

Tiempo (horas) 0 0,5 1 15 2
Marcador(poste) 20 47 74 101 | 128

Entonces la distancia recorrida en 6 horas por Liliana, es:

A) 324 km
B) 336 km
C) 340 km
D) 344 km
E) 380 km

César ingresa a las 7 am. Y en la primera hora hace 10 ladrillos en
una ladrillera donde trabaja, en la tercera hora hace la mayor
cantidad de ladrillos que es 12. Si el nimero de horas transcurridas
es cuadrética y el rendimiento cae con respecto al tiempo, entonces
la cantidad de ladrillos hechos de 1 a 2pm, es:

A) 10
B) 8
C) 2
D)5
E) 4

Se inscribe un triangulo isdsceles en una circunferencia de 10 cm.
De diametro, si al expresar el area del triangulo en funcion de su
altura, entonces la suma de los numeros enteros del dominio de
dicha funcion, es:

A) 15
B) 18
C) 36
D) 40
E) 45
Liliana compra a 250 soles la tonelada de arroz. Sobre la base de su
experiencia en el negocio sabe que puede vender 20 toneladas a la
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semana con un 60% de ganancia por tonelada y una tonelada
adicional a la semana por cada reduccién de 3 soles en el precio de

venta. Si al expresar la utilidad semanal como una funciéon de “x
toneladas semanalmente vendidas, entonces el precio 6ptimo es:

A) 335
B) 295
C) 355
D) 400
E) 300

19.- Al determinar f(x) lineal para lo cual se cumple:
2f(2)+f(4)=21 y f(-3)-3f(=-16
Entonces f(3) es:

A) 6 B) 7 C)8
D) 9 E) 10

20.- Mariana hace articulos a costo unitario de 4 soles y los vende a
“x” soles cada uno, podrd vender aproximadamente (100 — x)
articulos en una tarde. Para que ella obtenga mayor utilidad en una
tarde, cada uno lo debe vender, en:
A) 38
B) 42
C) 52
D) 60
E) 6
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CLAVES

1.B 2.D 3.D 4.C 5. C
6.C 7.B 8.C 9.A 10. E
11.0 12.C 13.D 14.B 15.D
6. 17.E 18.C 19.C 20.C
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SEMANA 14
SEMANA 15

GEOMETRIA PLANA:
TRAZOS AUXILIARES

OBJETIVOS:
Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. Resolver problemas sobre triangulos, cuadrilateros,
poligonos y circunferencia mencionados como texto,

que conlleve a la construccion de lineas y graficos
auxiliares.

Resuelve problemas que involucre semejanza,
congruencia, relaciones métricas, lineas notables y
puntos notables de triangulos, cuadrilateros, poligonos
y circunferencia con énfasis en la aplicacion de trazos
auxiliares.
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INGENIO GEOMETRICO

El trazo de lineas auxiliares se usa en geometria para la demostracion de
teoremas y requiere del ingenio y creatividad del estudiante o investigador
para precisar la cantidad de lineas necesarias y construir figuran geométricas
notables.

Por ejemplo si gqueremos demostrar "la medida de la altura trazada sobre la
hipotenusa en un tridngulo de dngulo agudo 15° mide la cuarta parte de ella” es
necesario realizar por lo menos una linea auxiliar, la mediana, sobre la
hipotenusa.

Veamos lo que gueremos demostrar:

15°

k 4h

En este caso es suficiente trazar la mediana, asi:

v

* -

2h Zh

De donde se verifica por el tridngulo notable de 3C° y 6(° que x = h.

Este tipo de razonamiento se aplicard en cada problema. Por supuesto que esto
debes concebirlo como una sugerencia por tanto cabe la posibilidad que
generes tu propio procedimiento.

Los procedimientos que desarrollaremos en este capitulo se relacionan con la
construccion siempre de figuras geométricas bdsicas como un triangulo
equildtero, un cuadrado o un pentdgono regular o tal vez que se observen las
condiciones minimas para considerar a un segmento como mediana, base media
o altura, etc.
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1. CONCEPTO DE TRAZO AUXILIAR:

Concebiremos trazo auxiliar al segmento(s) y/o curva(s) adicional(es)
que se debe dibujar en una grafica propuesta con la finalidad de
obtener alguna figura geométrica notable y seguidamente aplicar
alguna definicién o propiedad conocida.
También podemos interpretarlo como el procedimiento de
construccion de figuras geométricas notables, ya sea de un triangulo
isésceles, un triangulo equilatero, o alguna prolongacion de una linea
notable, a fin de resolver el problema de un modo mas sencillo.
Nota.- Lo anterior es una sugerencia pues el lector puede utilizar sus
propios criterios.

2. CRITERIOS UTILIZADOS EN UN TRIANGULO:

a) Cuando AB=BCy /B =60°

Entonces se sugiere construir un A equilatero

A

600

B

Ejemplo ilustrativo 1:

El valor de “x” es:

A) 720 / X
B) 60° / /
C) 68° / L
D) 76° 7t T
E) 80° /

/ 60° | 68
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=

RESOLUCION
Construir un triangulo equilatero y luego obtendras un triangulo

isosceles.

Luego: x + x+28°=180
X =76°

b) Si en un A un angulo mide el doble del otro, entonces se debe
construir tridngulos isésceles.

\ ==

Ejemplo ilustrativo 2:
Si en un triangulo el L A=2/B Yy el lado que se opone al £B

mide 4 u entonces el maximo valor que puede tomar el lado opuesto

al Z Aes:
A5 B) 5,5 C)4,5
D) 6,5 E)7
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RESOLUCION

Jag 2ol S
A 4 B

Donde: x<4+4 =Xx<8
Por lo tanto: X, =7

C) Si en un triangulo la medida de un &angulo externo es el
complemento de la media de la mitad de un angulo interno

entonces se sugiere construir dos triangulos isosceles.

2o 90° -ot
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d) Se presenta la figura siguiente se propone formar dos triangulos
isésceles.

60°- 0 60°+ 26

e) Si un dngulo interno de un tridngulo mide el triple de otro
entonces trazar una ceviana hasta formar dos triangulos
isosceles.

=>
% N
3 o\

f) Con el grafico de un triAngulo rectangulo isGsceles y una recta
que pasa por el ortocentro se pueden formar dos triangulos
congruentes.

- ha
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g) Si en algin problema se presenta una bisectriz. Se sugiere
construir dos triangulos congruentes.

h) Si se presenta la grafica de un angulo con la caracteristica
mostrada, se puede construir 3 triangulos congruentes.

i) Al graficar un tridngulo rectangulo se sugiere trazar la mediana
relativa a la hipotenusa pues siempre genera dos triangulos
isésceles.
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3) CRITERIOS UTILIZADOS EN UN CUADRILATERO:

a) En un trapecio escaleno se recomienda trazar un segmento paralelo
a uno de los lados no paralelos.

B 10

24 SVAY
24 24

A 10

Ejemplo llustrativo 3:

La base menor ABde un trapecio ABCD mide 10cm y uno de los lados
no paralelos BC mide 24 cm. Si el angulo B=2.D entonces la

mediana el trapecio mide:

A) 22cm B) 17 cm C)19 cm
D) 24 cm E) 20 cm
RESOLUCION
A 10 B 10
2q A/
24 24
o o B
D C 10 24

Trazando NC//AD
resulta:

MEDIANA = 10+34

=22 cm.

CLAVE “A”
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b) El siguiente cuadrilatero concavo genera un triangulo equilatero

120°- 120°-« —

60° B

¢) El siguiente triangulo genera un cuadrilatero inscriptible y dos
triangulos congruentes.

Il
11

(Eiercicio: IlemeltcnJ 14

1.-En un triangulo UNT se traza la cevianaNC de modo que ZCUN
=/CNU=20° y UN=CT. El 4ngulo CNT mide:

A) 75° B) 90° C)96°
D) 100° E) 1100
RESOLUCION
El grafico inicial es:

N

e &%
- r\? X \\\
) )’ ’ \\
/ \\
200 / N
R =
U © C T
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El grafico con trazos auxiliares EU=UC

_~ congruentes

/’/ /\f>/ . >\

A \80%/. \
U L0 o ONJAT oy ¥

Donde A ECN es isdsceles: y + 20°=50°.
y=30°
Finalmente: X+ y +40°=180°.
x=110° x = 110°
CLAVE “E”

2.- En un tridngulo isésceles ABC (ﬁ:ﬁ)al trazar la ceviana AP se
verifica que: <ABP = 24BAP = 20° . Si BP = 6 entonces AC mide:

A) 243 B) 6 C) 342
D) 246 E) 4
RESOLUCION

En el grafico el ZABP =20° , ZBAP =10° vy luego trazando lineas
auxiliares pT=pB y <ZAPB=30° .
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, 10

=

Finalmente: AT = AC =6 CLAVE “B”

3.- Desde un punto C exterior a una circunferencia de centro P se trazan
dos secantes, una diametral que cortaen Ey U y la otra que cortaen T
yN.Si PU=CTYy ZUPN= 78 . Entonces la mediad del Z/PCT es:

A) 120 B) 18° C) 29°
D) 31° E) 320
RESOLUCION

Se puede visualizar que: UP=PE=NP . Ahora trazando una linea
auxiliar pT se forman tridngulos isésceles: PCT y NPT
Finalmente: x+3x=78 = x=29 CLAVE “C”

4.- En un triangulo CPN isésceles la medida de ZCPN=100° se verifica
que al trazar las cevianas PT =NE, los angulos ZEPT y ZENP
miden 30°, entonces el ZNET mide:

A) 30° B) 15° C) 22,5°
D) 37,5° E) 45°

RESOLUCION

Entonces es isdsceles el A ENU, es decir:UT =UE por tanto
EU =UT .Finalmente en el AEUT:
X+50=80 = x=30
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5.- En un tridngulo PER al trazar la ceviana EU

/EUR es el complemento de la mitad del /EPR YyEP=UR .

ZEPU =2a < 60° , entonces la medida del ZERU es:

A) 60°-a
B) a+15°
C) 30°
D) 2a
E) 90°-a

RESOLUCION

AEPT ~ /AEUR
—> x=2

Clave D

CLAVE “D”

6.- En un triangulo ABC, donde Z/B=80°y AB=BC , Se traza

internamente le punto D con las condiciones siguientes:
/DAB=30° y /DBA=70° ,la mediada del ZDCB es:

A) 30° ) 450 C) 60°

CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

=
CLAVE “A”

se verifica que el

Si
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D) 75° E) 90°
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RESOLUCION

Se puede observar que el AABC es isésceles y ahora con el dato
de 30° formamos un A de 30° y 60° resultando tridngulos:

g

B = 10A 5
5 e

A ]

7.- En la figura el valor de “X” es:

A) 150
B) 36°
C) 30°
D) 18°
E) 24°

RESOLUCION
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Construimos un angulo de 30° para formar el triangulo equilatero CDE,
Asi mismo como: BD.LDE entonces se generan tridngulos

congruentes BHD , BHE y ADB= BDE luego:
X+18=420 = x=24° CLAVE “E”

(Eiercicios Propuestos | S/

1. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo se divide en tres segmentos
iguales por los puntos M y N. Si BM = 3v5 y BN = 44/5 , entonces la
medida de la hipotenusa 7 en metros, es:

A) 12 B) 13 C) 14
D) 15 E) 16

2. Las bases de un trapecio miden 6 y 20 cm. y la medida de los lados
no paralelos 13 y 15 cm., respectivamente, entonces la longitud de la

altura, es:
A) 10 B) 12 C) 13
D) 14 E) 15

3. Se inscribe una circunferencia en un triangulo isbsceles T—x
, siendo P el punto de tangencia en AB si la distancia de C al lado AB
es 16, entonces la distancia desde P al lado AC , es:
A) 16 B) 12 C)8
D) 6 E)4
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En un trapecio ABCD, BC es la base menor, AB mide 5 cm y los
angulos A y D miden 60° y 30° respectivamente. La distancia, en
centimetros, entre los puntos medios de AC y BD es:

A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E)5

En un triangulo rectangulo, uno de los angulos agudos mide 67°30’ y
la hipotenusa mide 22, entonces la altura relativa a la hipotenusa,
mide:

A) 4 B)\/2 C) 242

D) 2 E)1

En un trapecio ABCD recto en Ay B, con medida del lado AB 4 cm, el
segmento que une los puntos medios de las bases mide 5 cm. La
longitud del segmento que une los puntos medios de las diagonales,
en centimetros, mide:

A 1
B) 15
C) 25
D) 3
E) 3,5

Se tiene un triangulo ABC recto en C, de manera que el angulo A

mide 60°. Si la altura relativa al lado AB mideF , entonces, la
8

longitud de la mediana que parte de C, es:

A V3 B) c) &
D) 33 E) Y5
2 2

En el rectangulo ABCD mostrado, "o es punto medio de la diagonal
AC Yy el segmento MN es perpendicular a la diagonal

AC . SiAB=l16cm. y BC=12cm. entonces la longitud de MN en
centimetros, es:
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N
AI IB
o)
] |
D M C
A) 15 B) 17 C) 16
D) 18 E) 20

9. En lafigura siguiente:

AMN P Q C
AM=MN=NP=PQ=QC
Si BM +BQ- —68cm?. entonces el valor de la hipotenusa en
centimetros, es:

A)9 B)5 C)7
D) 10 E) 12

10. En un tridngulo MNQ se traza la mediana QP y en el tridngulo NPQ

se traza la medianaNR gue mide 9 m. Sobre MQ se toma un punto
W, de modo que PW sea paralelo a NR, entonces la medida de PW,

es:
A) 7 m. B) 6 m. C)5m.
D) 4 m. E) 3m.

11.En un trapecio ABCD, los angulos adyacentes a la base menor BC
miden 110° y 140°, entonces la longitud del lado CD sabiendo que la
longitud de la base mayor excede en 10 m. a la longitud de la base
menor, es

A) 5m. B) 10 m. C) 15 m.
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D) 20 m. E) 22 m.

12.-Las diagonales de un trapecio miden 3 cm. y 4 cm., respectivamente,
y son ortogonales. Si la base mayor mide 3 cm., entonces el area del

trapecio, es:
A) 8 cm? B) 18 cm? C) 12 cm?
D) 6 cm? E) 4 cm?

13. En un tridngulo ABC, AC = 10m, <A = 2«B vy la longitud desde el pie
de la altura trazada desde el vértice C hasta el punto B es igual a 15 m,

entonces el angulo C mide:

A) 60° B) 90° C) 120°
D) 135° E) 150°
14. En la figura siguiente: B
2
El valor de BC que pude tomar si A2a = C
es entero, es:
A)2 B) 3 C)4
D)5 E)6

15. En un triangulo ABC, se traza la altura BH, tal que:
<ABH = 2¢HBC y 3(AH) = 7(HC)
Si AB=8m., entonces el area en m? de la regién triangular BHC, es:

A) 172@ B) 14:;@ C) 169\6/1777
D) 177 E)18V7
6 7

16. En el triangulo ABC se traza la altura AH, siendoBH=4 y HC=16, si

mQ C:%mD B , entonces la longitud de AB+BC, es:

A) 60 B) 30 C) 45
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D) 32 E) 42
17. En un tridngulo ABC, se traza la mediana BM , SiBC =18 y
ZMBC = 30°, entonces la medida de la perpendicular AH a BM , es:

A)5 B) 7 C)9
D) 11 E) 13

18. En trapecio, sus bases miden 4 y 10 m., si ademas los lados no
paralelos miden 5y 7 m. respectivamente, entonces la distancia entre
los puntos medios de las bases, es:

A) 242 m. B) 27 m. C) 3J7m.
D) 3v2m. E) 4v2m.

19. Dado el trapecio ABCD, donde BC// AD , Si BC=4 ,CD=6, AB=8
y AD =14 entonces, la altura del trapecio, es:

A) 24 B) 3,6 C)48
D)5,2 E) 6,4
20. En lafigura: A B
2a
o
D C

AB//BC , AB=5cm. y BC=12cm. entonces el valor de la mediana del

trapecio, es:
A) 6 cm. B) 15 cm. C)11lcm.
D) 18 cm. E) 7,5 cm.
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3.C 4E b5 E
8A 9.D 10.B
13.B 14B 15 E
18.B 19.C 20.C
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SEMANA 16:

AREAS Y PERIMETROS DE
REGIONES GEOMETRICAS

OBJETIVOS:

Al término del presente capitulo, los estudiantes
desarrollaran sus habilidades en:

1. Resolver situaciones problematicas sobre areas

de regiones poligonales y circulares empleando
las formulas bésicas respectivas.

Resolver situaciones problematicas sobre
perimetro de figuras geométricas empleando las
férmulas bésicas. respectivas.
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LAS CELDAS DE LAS ABETAS

Las abejas para almacenar la miel, construyen sus panales con celdas
individuales, que han de formar un mosaico homogéneo sin huecos
desaprovechados. —
Eso o pueden conseguir con celdas |
triangulares, cuadradas y hexagonales.
Oftra cuestion es qué forma es mds rentable |
para que empleando la misma cantidad de
cera, se logre la mayor superficie y
capacidad de la celda.

Veamos cudles son las superficies de un
tridngulo, un cuadrado, un hexdgono y un "5
circulo cuando todos tienen perimetro 12 cm.

= =9cm
= =E'93 cm
4 cm

Jcm

La opcion mds favorable por mayor superficie a igualdad de perimetro no
dejando huecos entre celdas, es el HEXAGONO y esta es la empleada por las
abejas.

Revisaremos algunos conceptos bdsicos que nos serdn utiles en la solucion de
problemas sobre perimetros y dreas.
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1 SUPERFICIE Y AREA.

Si desplazamos a una linea, generamos a un conjunto de puntos

gue determinan una superficie. ;

Si tal superficie es limitada, entonces nos estamos refiriendo a
figuras geométricas y su medida es el area, la cual se representa en
unidades cuadradas.

3. FIGURAS GEOMETRICAS.

Una figura geométrica es un conjunto de puntos que representan a
una superficie tomando una forma determinada. Una figura
geomeétrica tiene:; forma, extension y posicion.

A continuacion nos ocuparemos de las figuras geométricas planas
mas comunes que son los poligonos.

Los poligonos son figuras geométricas planas que se obtienen al
intersectar por sus extremos tres 0 mas segmentos no colineales
pero si coplanares, de modo que al interior de este poligono quede
encerrada una porcion del plano llamada regién poligonal.

Los poligonos pueden clasificarse en regulares e irregulares.

Poligonos regulares son aquellos que tienen todos sus lados
congruentes y sus angulos interiores también congruentes.

Ejemplos de regiones poligonales regulares:

342




in. CEPUNT-2018 RAZONAMIENTO MATEMATICO

a a

Tridnguloequilatero Cuadrado Pentagono

Exagono Heptagono Octogono

Poligonos irregulares son aquellos que no tienen todos sus lados
congruentes. Los poligonos irregulares pueden ser céncavos o
convexos.

Ejemplos:

Triangulo Cuadrilateros Pentagonos

3. PERIMETROS DE FIGURAS GEOMETRICAS

Perimetro:

Perimetro es la medida del contorno de una figura geométrica. Se
mide en unidades lineales.

En las figuras geométricas poligonales el perimetro se calcula al
sumar las medidas de todos sus lados.

Algunos casos sobre el calculo de perimetros:
De un triangulo De un cuadrado
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Q

a a

Pr=a+b+c PO =4a

De un rectangulo

PCI=2(a+b)

3.1.Definicion del NUmero

El nimero n( se lee “pi” ) se obtiene al dividir la longitud “L” de una
circunferencia, entre su didmetro.

L
n=— , Pero: D=2r :>7z:£
D 2r

De esto, se puede deducir que: L=2.7.r , expresion que nos
permite calcular la longitud de una circunferencia.

Longitud de la circunferencia

La longitud de la circunferencia es el perimetro de
un circulo y se calcula con la formula: L. =27r

donde 7=31416 aprox.

Longitud de arco

344



_“m\CEPUNT-ZOIS RAZONAMIENTO MATEMATICO

La longitud de un arco lo calculamos asi:

A

r ZE:an

360°

B

4. AREAS DE REGIONES TRIANGULARES

a) Cualquier tridngulo

b) Triangulo rectangulo

A
— Cxa
Samsc = =22

c) Triangulo equilatero

a3

4

Ap =
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d) Férmula de Herén

Sa= /P(P—2a)(p—b)(p—c)

Donde p es el semiperimetro:

e) Areadel triangulo en funcion del inradio
C

Sansc = pr
Donde res el inradio y p
es el semiperimetro:

A ¢ B

f)  Areadel triangulo en funcién del circunradio

B abc
Saasc = ?
A Donde r es el circunradio
“ C

g) Areadel triangulo en funcion del exradio relativo a uno de
sus lados

(a+b-o)r,

2
Donde rc es el exradio

Sansc =

relativo al lado AB con
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h) Comparacion de areas, CM es mediana

c C
G es el baricentro
N P del AABC
° M 8 ‘\
—_—
m m B M A

Sascm = Samca

5. AREAS DE REGIONES CUADRANGULARES

a) Areadel cuadrado

a

SO

1}
Q

b) Areadel rectangulo

S =bxa
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c) AreAreadel rombo
——d——

;

dy

1

d) Areadel romboide

h ; S~ =bxh

—ph—

e) Areadel trapecio

/ \ _ h(by +hby)
[ T 2

f)  Areade un cuadrilatero inscriptible

=
\

5= {P(p—2)(p-b)(p—c)(p-0)
Donde p es el semiperimetro:
:a+b+c+d
2
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g) Areade un cuadrilatero circunscrito

A
a

C C D

h) Areade un cuadrilatero inscriptible y circunscriptible

6. RELACION ENTRE AREAS TRIANGULARES
La ceviana de un tridngulo determina dos regiones, cuyas areas son
proporcionales a los segmentos determinados en el lado opuesto.

Ceviana

S1 SZ

| S T E— o G—
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=

La mediana determina en la regién triangular dos regiones
equivalentes.

Mediana

Sq S,

—_—3 ———— 3 —

Las medianas en un triangulo determinan seis regiones
equivalentes.

Baricentro

[g:g:g:@:g:g}

El area de la regién triangular determina por una base media, es un
cuarto del area de la region triangular original.
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El area de la region correspondiente al triingulo mediano es un cuarto
del &rea del tridngulo original.

NOTA: Se llama triAngulo mediano de un triAngulo a aquel cuyos
vértices son los puntos medios de los lados de dicho triangulo.

7. PROPIEDADES SOBRE AREAS DE REGIONES TRAPECIALES

B C
S,
Sz
A D

O ABCD: Trapecio

g2 $,xS, [ S AreazTotaI }

[ SDagep = (JS_1+J§)2 ]
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8. AREA DEL CIRCULO

A B .. 1 AB2

4
Donde:
L: Longitud de la circunferencia

S: Area del circulo

El area del semicirculo esta dado por:
2
7.R
S

semicircub — 2

9. AREA DEL SECTOR CIRCULAR

2 0°
360

S =nmnR

L: Longitud del arco AB
Area de algunos sectores circulares
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SD = Staos — Staos

2
SD = _ R Szene

Ejercicio:

SD = n R? _ szlg

SD =T—;(2n—3\/§)
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11. AREA DE LA CORONA CIRCULAR

A g S=rn(R°-r’)

(Eiercicios Remeltosl <A

1. Setienen tres circunferencias tangentes exteriores dos a dos de
radios: 1m, 2m y 3m. La longitud del radio de una cuarta
circunferencia que pasa por los puntos de tangencia de los tres
primeros, mide:

A) 2m B) 1m C) 5m
D) 3m E) 4m
RESOLUCION:

Los lados del triangulo ABC con referencia a la circunferencia
menor son tangentes a ella, por ende:

BA=3m : BC=5m: AC=4m

Los cuales determinan un triangulo rectangulo recto en A
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b

=

4 Aplicando teorema de Poncelet

3+4=5+2r
=r=1lm. Rpta. CLAVE “B”

2. El area de una region triangular ABC es 50, la ceviana BD y la

mediana AM se intersecan en el punto E. El area de la region
triangular EBM en metros cuadrados, si AD=2xDC, es:

A) 6 B) 1 C)5
D)3 E)8
RESOLUCION:

A

AM es mediana del AABC:

50
2
Ange = 25— X

o

=25

Agm =

EM es mediana del ABEC:
Asem = Amec = X
Los triangulos AED y DEC tienen una altura comun:
E = E = Apep = 2y
Yy n
Los tridngulos ABD y DBC tienen una altura comdn:

A 2n
TWZ?ZAMD ZZABDC
BC

25— X+2y==2(2x+Y).

X=5.Rpta.
CLAVE”C”
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3. El area de la regidn triangular ABC es 9, se toman los puntos D sobre

AC, E sobre AB de modo que m/EDB=m/DBC, BE=2AE. El
area de la region triangular BED en metros cuadrados es:

A) 2 B) 4 )9
D)3 E) 11
RESOLUCION:
B
A
2a «
E
a
WD \g
A D C
Los angulos congruentes dados son alternos internos, entonces
DE //BC.
Los AADE y DEB tienen altura comun que parte de D:
Ao _ 8 _X 1
" = % = AAED = 2 ( )
AAED ~AABC: Awo _ AE” ()
Apc AB?
De(l)y gZ):
XI2_ & y—»2 Rpta. CLAVE”A”
9 (3a)

4. Se tienen tres circunferencias tangentes exteriores dos a dos, la suma
de las longitudes de los radios es 4 y el producto de los mismos es 9.

El area de la region triangular que se forma cuando se une los centros

de las circunferencias en unidades cuadradas es:

A)2 B) 6 C)9

D) 13 E) 14
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A, :‘Jp(p_r_rl)(p_rl —rz)(p—l’—l’z)
Pero: 2P=2r+2r,+2r,

p-r-rn=r
p=r+n+nsp-n-nrn=r
p-r-r=n

Entonces:
A, :,/(r+r1+r2).r.rl.r2 :1l4.9

- A, =6 <Rpta. CLAVE “B”

5. El triangulo ABC es equilatero, el vértice C es centro. El area de la
region sombreada es:
A)12m B)4 T C)7m
D)6 E)2m

B

R

A
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NAEC =\BFC
MEAC = mCBF = ¢
En el A ABD:

60°—¢+ 60°+¢+m~/ADB=180°
m« ADB=60°
Pero mz/ADB=m</ECF =60°

por ser angulos de lados perpendiculares.
60°
_ 2
pedida — TC6 3600
.~ Apedida = 61<=Rpta.

A

CLAVE “D”

6. sj AB es diametro, entonces la relacién entre las areas X,y,zY W,
es:
A) w=x+y-z B) wex—y—z C) w=2x+y+z
D) w=x+2y—z E)w=x+y+z

C,

by
N5

RESOLUCION:
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D
Uniendo C con A y B se forma el NACB recto en C, AC y CB son
diametros de las dos circunferencias menores.
Usamos la propiedad de las lunulas de Hipécrates:

Igualando (1) y (2): X+zZ=w-—Yy
S W=X+Y+ZRpta. CLAVE “E”

Un cuadrado se encuentra inscrito en una circunferencia, tomando
como diametro los cuatro lados del cuadrado se trazan
semicircunferencias exteriores. La relacién entre las areas de las
regiones del cuadrado y de las cuatro lUnulas que se forman es:

A) 2:1 B) 1:1 C) 31
D) 8:1 E) 41
RESOLUCION:
@)
B_l C
™ ®
A-1 D
™

Las cuatro linulas sombreadas son congruentes.
Aplicando la propiedad de las lGnulas de Hipocrates:
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Ao =M +N
Appp =M +M

Sumando:

ABCD +ABAD =4M
AABCD =4M

AABCD
g =1 —Rpta. LAVE “B”
M <Rpta C

(Eiercicios Propuestos | 7

1. En el siguiente grafico el radio de la semicircunferencia mayor de
centro “O” es 10 cm

L) 3 r 1) T

A o B

La suma de las longitudes de las semicircunferencias construidas
sobre el diametro AB es:

A) 80 cm B) 40wt cm C) 20 cm
D) 10x cm E) 5t cm

2. Si ABCD es un rectangulo, el perimetro de la parte sombreada en
figura adjunta, es:

A) 3ra B) 2rna C) na
D) 4na E) 5na
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3. En la figura, la razén entre el perimetro del rectangulo ABCD vy el
perimetro del rombo ECFD, es:

4.
B C
E 300 F
A D
A) 243 B)1+\/§ C) 1442
3 2 3
D) ¥3-1 E) ¥2-1
2 3

5. Silas medidas en el grafico estan expresados en cm, el perimetro de
la region sombreada es:

A) 27 cm
B) 31 cm
C) 36 cm
D) 25cm
E) 21 cm

6. En un rectangulo ABCD, tomando como centro M el punto medio de
AB tal que MC=AB=4u.y tomando como radio a MC se traza el arco

CD, entonces el area del segmento circular CD es:

sl ofEapa
D) 843 u? E) [gn_sﬁjuz
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e EEFEFERPRPRPRPRPRPR}R}R}R}R}R}R}Y}Y}YEYETS

En el grafico adjunto,mAB = mBC . Si OM = MB, entonces el area de
la region triangular mide:

Y
A p
c
B
M4 2) .-~
5 =~ X
A) 40 u? B) 45 u? C) 60 u?
D) 70 u2 E) 80 u?

Una regadora de gras al ser ubicada en un punto fijo en el campo de
cultivo del CEPUNT gira horizontalmente 120° paralelamente al
suelo. Si al activarla tiene un alcance méaximo de 4 metros y un
alcance minimo de 1 m, entonces, el area que sera regada es:

A) 5zm? B) 107 2 C) 2 m?
3 2
5n 2 2

En un romboide ABCD se traza la altura BH y se ubica el punto
medio M de CD . Si m1] BAH =45°, m] MHD =30° y

AH =4u., entonces, el area de la regién triangular BHM es:

A) 42 u?
D) 6+/3 u?

B) 44/3 u?
E) 8u?

C) 62 u?
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En un triangulo ABC de area 150 m?, se traza la mediana CM (M en

AB), luego la ceviana AN (N en AC) la cual corta a CM en P, Si
NC es la quinta parte de AC, el area del triangulo APC es:

A) 5 m2 B) 20 m2 C) 25 m2
D) 30 m2 E) 50 m2

Dos medianas de un triangulo miden 12 y 15 u y se cortan
perpendicularmente. El area de dicho triangulo es:

A) 60 u? B) 72 u? C) 90 u?
D) 120 u? E) 180 u?

Si las bases de un trapecio miden 8 y 14 m y su altura es 6 m,
entonces el area en m2 del triAngulo que tiene como vértices a los
puntos medios de las diagonales y el punto de interseccion de la
prolongacion de los lados no paralelos es:

A) 16,5 B) 11 C) 28
D) 33 E) 18

En un cuadrado ABCD de 6 cm de lado. Si M y N son puntos medios
de los lados BC y CD respectivamente. Si al trazarse BN y DM se
intersectan en el punto P, entonces el area del cuadrildtero ABPD
mide:

A) 22 cm? B) 23 cm? C) 24 cm?
D) 25 cm? E) 26 cm?

En la figura. Si O es centro de las dos semicircunferencias y
OM=MP =2 cm, entonces el area de la regiébn sombreada, es:

A) 4 7t u?
B) 5w u?
C) 6  u?
D) 7 m u?
E)9 nu? A 0 B
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15. Si Ias raices de la ecuacion:

x3 —9x2 +20x —nx? +9xn = 20n , son las medidas de las longitudes de
los lados de un triangulo, entonces su area, con “n” tomando su
maximo valor es:

A 3 s B) % ) 2
D) 4 E) 3
) =2 )5@

16. Se tiene un tridngulo rectangulo ABC recto en A. Si AC=28cmy
m«BCA =74°. Entonces el area del circulo inscrito en dicho triangulo

mide:
A) 54 tcm? B) 81n cm? C) 144 n cm?
D) 400 n cm? E) 441 © cm?

17. En un triangulo isésceles la base mide 15 cm vy la altura relativa a uno
de los lados iguales mide 12 cm. El area del triangulo es:

A) 100 cm? B) 85 cm? C) 75 cm?
D) 50 cm? E) 65 cm?

18. Si el perimetro del octagono regular es P entonces el perimetro de la
parte sombreada es:

1+2 2-\2
A) > P )Tp
D) 1+2\/§ P
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19. Si se muestra sectores rectangulares entonces la parte sombreada
mide:

A) d(a+b+C) a b [

B) %(amﬂ;) d

C) d(a+2b+c)
3d

D) T(a+b+c)

E) 3(a+b+c)

20. Los lado de un triangulo ABC miden a, b, ¢, su altura BH mide 16u, si
se cumple quea+cC=3b, entonces el inradio de dicho triangulo

mide:
A) 3u B) 4u C) 12u
D) 6u E) 5u

21. El area de la regién del triangulo mixtilineo ABC es 40, el area de la
region de la lunula sombreada es 10. Hallar la suma de las &reas de

los semicirculos de diametros AH y BH .

A) 30 B) 40 C) 12
D) 30 E) 50
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CLAVES

1.D 2B 3B 4C &5 B
6,A 7.S 8B 9.C 10.D
11.A 12.C 13A 14A 15C
16.C 17.A 18.A 19.B 20.A
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